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Sistem pendulum kereta merupakan plant nonlinear yang terdiri 
dari batang pendulum yang menggantung dan bersumbu pada kedua sisi 
kereta yang dapat bergerak secara horizontal. Pada penelitian ini, 
persoalan kontrol yang dibahas adalah stabilisasi sistem pendulum 
kereta apabila terjadi kesalahan aktuator. Fault Tolerant Control (FTC) 
adalah suatu metode kontrol yang dapat menoleransi kesalahan atau 
malafungsi komponen saat menjaga stabilitas sistem, sehingga performa 
sistem dapat terjaga.  Model nonlinear sistem pendulum kereta 
direpresentasikan dengan model fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) untuk dua 
titik kerja, kemudian kontroler state feedback disusun dengan konsep 
Parallel Distributed Compensation (PDC) menggunakan Linear 
Quadratic Regulator (LQR). Untuk menjaga stabilisasi saat terjadi 
kesalahan pada aktuator, maka digunakan Proportional Multiple 
Integral Observer untuk mengestimasi kesalahan, kemudian hasil 
estimasi tersebut digunakan untuk mengompensasi kesalahan pada 
aktuator. Hasil simulasi menunjukkan bahwa sistem kontrol pada sistem 
pendulum kereta mampu melakukan stabilisasi meskipun terjadi 
kesalahan aktuator dengan menggunakan FTC. Sedangkan hasil 
implementasi menunjukkan adanya FTC dapat mengurangi penurunan 
performa respon posisi kereta sebesar 81,25% untuk kesalahan step dan 
87,5% untuk kesalahan ramp.  
 
Kata Kunci :  Fault Tolerant Control, fuzzy Takagi-Sugeno, Linear 
Quadratic Regulator, Proportional Multiple Integral 
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Pendulum-cart system is a nonlinear plant consisting of a Kanging 
pendulum rod and tKe ZKeelbase on botK sides of tKe train tKat can 
move Korizontally In tKis researcK, tKe control problem is stabilization 
of pendulum-cart system ZKen an actuator fault is occured Fault 
Tolerant Control FTC is a control metKod tKat can tolerate faults or 
components malfunction ZKile maintaining tKe stability of tKe system 
until tKe performance of tKe system can be maintained Pendulum-Cart 
6ystem is represented by Takagi-6ugeno T-6 fuzzy model for tZo 
operating points, and state feedback controller is designed by Parallel 
Distributed Compensation PDC concept using Linear Quadratic 
Regulator LQR Proportional Multiple Integral Observer is used to 
estimate tKe fault TKe result of tKat estimation is used to compensate 
actuator fault TKe simulation results sKoZ tKat tKe control system of 
pendulum-cart system capable to stabilize despite tKe actuator fault 
using FTC TKe implementation results sKoZ tKat FTC can decrease 
until  for step signal fault and  for ramp signal fault of tKe 
performance degradation of cart position response 
 
.H\ZRUGV: Fault Tolerant Control, Linear Quadratic Regulator, 
Pendulum-Cart 6ystem, , Proportional Multiple Integral 
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DA)TAR NOTASI DAN SIMBOL 
 
ܠ : 9ektor state ݔ 
ݔ௡ : 6tate ke-n  
ݔሶ௡ : Turunan pertama state ke-n  
௔݂ : Kesalahan aktuator 
௔݂
(௦) : Turunan ke-s dari kesalahan aktuator 
ܠത܉ : 9ektor state estimasi observer  
א : $nggota himpunan  
ב : %ukan anggota himpunan 
۷ : Matriks identitas 
ۯ୘ : Transpos matriks ۯ 
ۯିଵ : ,nvers matriks ۯ 
ۯ > 0 : Matriks ۯ definit positif 
ۯ < 0 : Matriks ۯ definit negatif 
ߛ୮୫୧ : Tingkat pelemahan  
ߙ : %atas pole terbesar observer 
ߠ : %atas sudut pole imajiner observer 
λ : Infinity |ۯ| : Determinan matriks ۯ 
ԡ. ԡ∞ : λ-norm 
ԡ. ԡ૛ : ܮଶ-norm 
sup  Supremum 
σ(. )  Penjumlahan dari nilai deret 
ς(. )  Perkalian dari nilai deret 
ௗ
ௗ௧


























































%ab ini membahas tentang hal-hal yang mendahului pelaksanaan 
Tugas $khir. Hal-hal tersebut meliputi alasan-alasan yang menjadi latar 
belakang Tugas $khir, perumusan masalah, tujuan pengerjaan Tugas 
$khir, sistematika penulisan, dan relevansi. 
. Latar BeOaNang 
Penelitian mengenai sistem pendulum kereta untuk representasi 
model plant nonlinear sudah banyak dikembangkan pada bidang teknik 
pengaturan. Permasalahan kontrol yang sering digunakan pada sistem 
pendulum kereta adalah sZing-up, stabilisasi dan tracking. 6Zing-up 
adalah usaha untuk mengayunkan  pendulum dari posisi menggantung 
ke bawah menuju posisi terbalik ke atas. Stabilisasi merupakan usaha 
yang dilakukan untuk menjaga posisi batang pendulum tetap berada 
dalam posisi terbalik serta menjaga pergerakan kereta sekecil mungkin. 
Sedangkan tracking adalah usaha yang dilakukan agar kereta dapat 
bergerak mengikuti sinyal referensi yang diberikan dengan tetap 
mempertahankan pendulum pada posisi terbalik. 
Model plant nonlinear dapat didekati dengan model linear 
dengan menggunakan teori linearisasi. Pemodelan fuzzy Takagi-Sugeno 
(T-S) digunakan untuk menerapkan algoritma kontrol linear ke setiap 
sub-sistem linear >1@. Dengan menggunakan model fuzzy T-S, sistem 
nonlinear global digambarkan sebagai model linear yang mewakili 
untuk setiap daerah operasi yang berbeda. Model keseluruhan sistem 
merupakan gabungan dari model-model linear tersebut. 
Pada Tugas $khir ini, skema kontrol secara keseluruhan akan 
mengikuti aturan Parallel Distributed Compentation (PDC), dimana dari 
masing-masing subsistem dapat dihitung state feedback gain yang akan 
mengompensasi model fuzzy T-S yang bersesuaian. 6tate feedback gain 
dapat diperoleh dengan menggunakan metode Linear Quadratic 
Regulator (LQR) >2@. 
Dalam kenyataannya kerusakan sering terjadi pada komponen-
komponen dalam sistem, termasuk aktuator. Dengan adanya kerusakan 
atau kesalahan dalam aktuator, maka dapat terjadi penurunan performa 
sistem atau bahkan terjadi ketidakstabilan. 2leh karena itu Fault 
1 
 
Tolerant Control (FTC) digunakan untuk menjamin kestabilan dan 
performa sistem apabila terjadi kesalahan pada aktuator. 
FTC dapat mengestimasi kesalahan yang terjadi pada sistem 
dengan menggunakan Proportional Multiple Integral Observer. Hasil 
estimasi tersebut digunakan untuk mengompensasi kesalahan aktuator 
yang terjadi sehingga dapat menjamin kestabilan dari sistem dan 
performa sistem dapat terjaga >@. 
. Perumusan MasaOah 
Sistem pendulum kereta mempunyai kemungkinan terjadinya 
kesalahan pada aktuator. $kibat kesalahan aktuator tersebut dapat 
mempengaruhi performa dari respon posisi pergerakan kereta dari 
sistem pendulum kereta. Sehingga perlu adanya metode kontrol FTC 
untuk mengkompensasi kesalahan aktuator tersebut. Pada Tugas $khir 
ini didesain suatu observer yang digunakan untuk mengestimasi 
kesalahan aktuator yaitu dengan menggunakan Proportional Multiple 
Integral Observer (PM,2). Dengan adanya observer tersebut, 
diharapkan sistem kontrol mampu menjaga kestabilan dan performa 
sistem pendulum kereta. Pada Tugas $khir ini, kesalahan yang diberikan 
pada aktuator adalah bersifat bias yang berupa kesalahan step dan ramp. 
. Tujuan PeneOitian 
Tugas $khir ini bertujuan untuk merancang sistem kontrol state 
feedback menggunakan metode LQR berbasiskan fuzzy T-S yang dapat 
digunakan untuk stabilisasi sistem pendulum kereta. Dengan 
menambahkan metode FTC, sistem kontrol dapat menjaga stabilitas dan 
performa sistem pendulum kereta saat terjadi kesalahan aktuator. Hasil 
sistem kontrol yang telah dirancang kemudian diujikan pada plant nyata 
³Digital Pendulum MecKanical 8nit -2´. 
. MetoGoOogi PeneOitian 
Metodologi yang dilakukan pada Tugas $khir ini adalah 
1. Studi literatur 
Pada tahap ini dilakukan studi literatur mengenai referensi 
yang diperlukan dalam pengerjaan tugas akhir, seperti identifikasi 
fisik plant ³Digital Pendulum Mechanical Unit -2´, desain 
Linear Quadratic Regulator berbasis fuzzy T-S, Fault Tolerant 
Control, Proportional Multiple Integral Observer, dan LM, 
2 
 
2. Pemodelan sistem 
Membuat persamaan state space yang merepresentasikan 
plant pendulum dari hasil identifikasi fisik dan hukum-hukum fisis. 
. Perancangan kontroler 
Pada tahap ini dilakukan perhitungan nilai gain kontroler 
menggunakan listing program pada softZare M$TL$%, serta nilai  
observer gain dihitung menggunakan teknik pemrograman LM,. 
. Simulasi 
Hasil pemodelan sistem dan perancangan kontroler disimulasikan 
terlebih dahulu sebelum diimplementasikan dengan menggunakan 
bantuan perangkat lunak 6imulinkM$TL$%. 
5. ,mplementasi 
Hasil simulasi kemudian diimplementasikan pada plant 
nyata ³Digital Pendulum MecKanical 8nit -2´. Data-data dari 
hasil implementasi dianalisis dan dilaporkan, kemudian dapat 
diambil suatu kesimpulan. 
. Penulisan buku Tugas $khir 
Penulisan buku merupakan bagian terakhir dari pengerjaan 
Tugas $khir. Penulisan buku ini berupa laporan ilmiah yang 
mencakup semua proses pengerjaan Tugas $khir, mulai dari 
pendahuluan, teori penunjang, perancangan sistem, hasil simulasi 
dan implementasi, hingga penutup yang berisi kesimpulan dan 
saran yang diperoleh dari penelitian. 
. SistematiNa Laporan 
Pembahasan Tugas $khir ini akan dibagi menjadi lima bab dengan 
sistematika sebagai berikut 
%ab ,       Pendahuluan  
%ab ini meliputi latar belakang, perumusan masalah, 
batasan masalah, tujuan penelitian, metodologi penelitian, 
sistematika laporan, dan relevansi. 
%ab ,,   Teori Penunjang 
 %ab ini menjelaskan tentang tinjauan pustaka, konsep 
Fault Tolerant Control, konsep dasar dari Sistem 
Pendulum-Kereta, linearisasi, teori logika fuzzy, model 
fuzzy Takagi-Sugeno, Linear Quadratic Regulator, 
Proportional Multiple Integral Observer, analisis 




%ab ,,,   Perancangan Sistem Kontrol 
 %ab ini membahas desain dan perancangan algoritma 
kontrol untuk metode kontrol stabilisasi berdasarkan teori 
penunjang pada %ab ,,. 
%ab ,9   Hasil Simulasi dan ,mplementasi 
 %ab ini memuat hasil simulasi dan hasil implementasi 
serta analisis dari hasil tersebut. 
%ab 9   Penutup 
 %ab ini berisi kesimpulan dan saran dari hasil pengujian 
yang telah diperoleh. 
. ReOeYansi 
Hasil yang diperoleh dari pengerjaan Tugas $khir ini diharapkan 
dapat menjadi referensi perancangan Fault Tolerant Control pada sistem 
pendulum kereta saat terjadi kesalahan aktuator. 
 
 
 BAB  
TEORI PENUN-ANG 
Pada bab ini akan dibahas mengenai teori-teori dasar yang 
digunakan dalam menyelesaikan Tugas $khir. Teori-teori tersebut 
diperlukan sebagai bahan referensi atau menjadi bahan landasan dalam 
merancang sistem kontrol. 
. Tinjauan PustaNa 
Sistem pendulum kereta merupakan sistem yang sering 
digunakan untuk menguji beberapa metode kontrol. Sistem pendulum 
kereta terdiri dari batang pendulum yang terpasang pada sebuah kereta.  
%atang pendulum dapat bergerak secara bebas rotasi pada bidang 
vertikal, sedangkan pergerakan kereta adalah di bidang horizontal 
dengan panjang lintasan tertentu.  
Sistem pendulum kereta merupakan sistem nonlinear. $gar teori 
kontrol linear dapat digunakan maka proses linearisasi dibutuhkan agar 
beberapa sistem linear dapat diperoleh dan digunakan untuk 
merepresentasikan sistem nonlinear. Pendekatan model fuzzy Takagi-
Sugeno digunakan untuk menerapkan algoritma kontrol linear ke setiap 
subsistem linear. Seperti pada >2@, state feedback gain  diperoleh dengan 
pendekatan kontrol optimal Linear Quadratic Regulator (LQR). Dalam 
memperoleh state feedback gain menggunakan metode LQR, dilakukan 
dengan mencari matriks ۿ dan ܀ yang sesuai dengan indeks performa. 
Sistem kontrol ini akan bekerja dalam menjaga stabilitas sistem 
pendulum kereta. $kan tetapi, apabila terjadi kesalahan pada komponen 
dalam sistem (pada tugas akhir ini, aktuator) maka akan terjadi 
penurunan performa dan stabilitas sistem tidak terjamin. 2leh karena itu, 
perlu adanya metode kontrol tambahan yang digunakan apabila terjadi 
kesalahan pada aktuator, yaitu Fault Tolerant Control (FTC). 
Pada tugas akhir ini, akan dilakukan estimasi kesalahan pada 
aktuator dengan pendekatan metode Proportional Multiple Integral 
Observer >@. Sedangkan pada kondisi nominal, sistem kontrol yang 
bekerja adalah fuzzy LQR untuk stabilisasi pendulum. 
. )DXOW TROHUDQW &RQWURO )T& >@ 
Suatu metode kontrol yang bernama kontrol toleransi kesalahan 
atau sering disebut fault tolerant control (FTC) dapat memenuhi kondisi 
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meningkatnya permintaan dalam mempertahankan kinerja sistem sesuai 
dengan yang diinginkan meskipun terjadi kerusakan. FTC dapat 
mengkompensasi dampak penurunan performa yang diakibatkan adanya 
kesalahan. 
.. DeIinisi, KOasiIiNasi, Gan PemoGeOan )DXOW 
Keadaan cacat yang tidak terkendali pada struktur sistem atau 
parameter yang pada akhirnya mengarah pada penurunan kinerja sistem 
disebut kesalahan (fault). Sedangkan kesalahan pada kondisi yang sudah 
sangat parah disebut kegagalan (failure). 2leh karena itu, kesalahan 
adalah state yang dapat menyebabkan kerusakan atau kegagalan sistem. 
Pada *ambar 2.1 kesalahan dapat diklasifikasikan berdasarkan 
karakteristik terhadap waktu yaitu abrupt fault, incipient fault, dan 
intermittent fault 
 
Gambar . Klasifikasi Fault berdasarkan Dependensinya terhadap :aktu 
$brupt fault (sinyal kesalahan berupa step) adalah kesalahan 
yang terjadi secara tiba-tiba dan nilainya konstan terhadap waktu. 
Incipient fault (sinyal kesalahan berupa ramp) adalah kesalahan yang 
terjadi secara bertahap besarannya berdasarkan waktu. Sedangkan 
intermittent fault (sinyal kesalahan berupa impulse) adalah kesalahan 
yang terjadi hanya sesaat saja atau pada selang waktu tertentu. 
 
Gambar . Klasifikasi Kesalahan berdasarkan Letak Terjadinya 
 
 
Pada *ambar 2.2 dapat dilihat bahwa actuator fault 
mempengaruhi besarnya sinyal masukan pada plant baik sepenuhnya 
ataupun sebagian Kesalahan aktuator secara penuh mengakibatkan 
aktuator tidak dapat memberikan aktuasi meskipun diberikan sinyal 
masukan. Sedangkan kesalahan aktuator sebagian mengakibatkan respon 
yang diberikan aktuator menjadi lebih lambat. 6ensor fault adalah 
kesalahan yang terjadi pada sensor, sehingga mengakibatkan pembacaan 
atau pengukuran dari keluaran suatu sistem menjadi tidak sesuai dengan 
kenyataannya. Sedangkan process fault adalah kesalahan yang 
mengakibatkan berubahnya parameter dalam sistem. Process fault lebih 
dikenal dengan kerusakan komponen. 
Kesalahan juga dapat diklasifikasikan berdasarkan dampaknya 
sistem yaitu additive fault dan multiplicative fault. Secara struktur dapat 
dilihat pada *ambar 2.. Sedangkan secara matematis, actuator fault 
dan sensor fault yang mengakibatkan multiplicative fault dapat 
dituliskan seperti pada (2.1) dan (2.2). 
 f aε=u u   (2.1) 
 f sε=\ \   (2.2) 
dengan ߝ௔ dan ߝ௦ adalah matriks diagonal yang elemennya 0 < ߝ௜௔ < 1 







  (2.) 
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  (2.) 
Sedangkan dampak dari actuator fault dan sensor fault pada 










[ A[ Bu ) I
\ &[ ) I
	
  (2.5) 
dengan ܎܉ dan ܎ܛ adalah sinyal kesalahan aktuator dan sensor.  
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Sedangkan ۴ܠ dan ۴ܡ adalah matriks yang bersesuaian dengan 
sinyal kesalahan aktuator dan sensor. 
 
Gambar . Klasifikasi Kesalahan berdasarkan Dampaknya terhadap Sistem 
.. KesaOahan ANtuator >@ 
Kesalahan yang terjadi pada aktuator akan mengakibatkan tidak 
sesuainya sinyal kontrol yang menjadi masukan dari plant. 2leh karena 
itu, sinyal kontrol yang terkena fault ini akan mengakibatkan 
ketidakstabilan pada plant tersebut. Terdapat beberapa kondisi 
kesalahan aktuator yang memberi dampak pada performa sistem. 
Sinyal kontrol yang terkena fault dapat dimodelkan seperti pada 
(2.). 
 ī= + IU UIU   (2.) 
dengan ܃ adalah sinyal kontrol keluaran kontroler, ܃܎ adalah sinyal 
kontrol yang sudah terkena actuator fault dan menjadi masukan dari 
plant, ࢣ adalah sinyal yang memberi pengaruh multiplicative actuator 
fault, dan ܃܎૙ sinyal yang memberi pengaruh additive actuator fault. 
Dengan penjelasan tersebut, maka kesalahan aktuator dapat 
diklasifikasikan menjadi beberapa tipe berdasarkan pada dampak yang 
dihasilkan pada sistem seperti pada Tabel 2.1. 
TabeO . -enis--enis $ctuator Fault 
Kondisi ܃܎૙ = 0 ܃܎૙ ് 0 
ડ = 1 Fault free case %ias 0 < ડ < 1 Loss of effectiveness Loss of effectiveness 
ડ = 0 Out of order $ctuator blocked 
Kondisi fault free case adalah kondisi saat tidak terdapat kesalahan 
pada aktuator, yang artinya sistem bekerja sesuai kontrol nominal. 
Kondisi bias adalah kondisi saat hanya terdapat kesalahan aktuator yang 
bersifat additive. Hal ini mengakibatkan sinyal kontrol yang menjadi 
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masukan dari plant mempunyai nilai menyimpang dari sinyal kontrol 
yang dihasilkan oleh kontroler. Pada kondisi loss of effectiveness, 
aktuator mengalami kesalahan yang sifatnya multiplicative terhadap 
sistem. 2leh karena nilai pengalinya adalah antara  sampai 1, maka 
besarnya sinyal kontrol yang masuk ke plant akan menjadi lebih kecil 
sesuai dengan skala tertentu jika dibandingkan dengan sinyal kontrol 
yang dihasilkan oleh kontroler. $tau dengan kata lain, aktuator tersebut 
telah kehilangan keefektifannya. 
$ktuator pada kondisi out of order akan mengakibatkan sinyal 
kontrol yang masuk ke plant selalu bernilai . $kibatnya, berapapun 
besarnya sinyal kontrol yang dihasilkan oleh kontroler tidak akan 
mempengaruhi dari sistem. Sistem pada kondisi ini tidak akan bekerja 
lagi. Sedangkan kondisi actuator blocked adalah kondisi saat kontroler 
tidak mampu mengendalikan plant pada sistem, karena sinyal kontrol 
yang masuk ke plant murni dari sinyal kesalahan bukan dari sinyal yang 
dihasilkan oleh kontroler. 2leh karena itu, saat terjadi kondisi seperti ini 
maka aktuator harus diganti agar tidak terjadi kesalahan pada sistem. 
.. StruNtur )T& 
Pada umumnya kontroler nominal dapat memberikan kestabilan 
dan performa closed-loop yang diinginkan pada kondisi operasi nominal 
(tanpa adanya kesalahan). $kan tetapi kondisi tidak dapat berjalan 
seperti itu disaat terjadi kesalahan pada sensor, aktuator, atau pada 
sistemnya sendiri. $gar kontroler mempunyai kemampuan dalam 
menoleransi kesalahan tersebut, maka dibutuhkan beberapa blok 
tambahan dalam struktur sistem closed-loop seperti pada *ambar 2.. 
Pada *ambar 2. dapat dilihat bahwa berdasarkan skema blok 
diagramnya, fault tolerant control (FTC) dibedakan dalam dua 
pendekatan yaitu active FTC ($FTC) dan passive FTC (PFTC). Pada 
pendekatan secara PFTC, kontroler didesain secara tetap dan menjadi 
robust terhadap perkiraan-perkiraan kesalahan. -ika dilihat secara 
sekilas tidak ada perbedaan dengan sistem kontrol nominal dalam hal 
skema blok diagramnya. Hal ini dikarenakan pada pendekatan ini tidak 
diperlukan skema fault detection and diagnosis (FDD) ataupun 
rekonfigurasi kontroler. %erbeda dengan PFTC, pada pendekatan $FTC 
memberikan aksi kontrol secara aktif terhadap kesalahan yang terjadi 
pada sistem dengan cara rekonfigurasi aksi kontrol. Hasilnya sistem 
kontrol menjadi lebih stabil dan performa dapat diterima secara penuh. 
 
 
Pada beberapa penelitian, $FTC juga sering disebut sebagai skema fault 
detection, identification (diagnosis),  and accommodation 
 
Gambar . Skema Fault Tolerant Control 
.. )DXOW 'HWHFWLRQ DQG 'LDJQRVLV 
Fault detection and diagnosis (FDD) merupakan prosedur dalam 
menentukan ada tidaknya kesalahan yang terjadi (fault detection) dan 
juga  mempertimbangkan seberapa besar tingkat pengaruh kesalahan 
pada sistem (fault diagnosis) berdasarkan sinyal masukan dan keluaran. 
Pada proses FDD terdapat beberapa langkah sampai didapatkan 
diagnosis yang akurat. Langkah-langkah tersebut adalah 
 Fault Detection Langkah ini menentukan terjadinya kesalahan 
dengan cara membangkitkan sinyal yang diakibatkan oleh sinyal 
kesalahan saja. Sinyal yang dibangkitkan ini disebut residual 
seperti pada *ambar 2.5. Pada beberapa literatur yang lain, 
langkah ini disebut residual generation. 
 Fault Isolation Langkah ini menentukan komponen mana yang 
terjadi kesalahan. Kesalahan tersebut bisa terjadi pada sensor, 
aktuator, ataupun pada sistem itu sendiri. 
 Fault Identification ($nalysis) Langkah ini menentukan tipe 
atau jenis kesalahan apa yang terjadi dan dampak apa yang 
diakibatkan oleh kesalahan tersebut. 
Pada kenyataannya fault isolation and identification didasarkan 
pada pengolahan sinyal residual untuk mendapatkan informasi 
kesalahan. 2leh karena itu pada beberapa literatur, proses tersebut 




Gambar . Skema Fault Diagnosis 
. Sistem PenGuOum Kereta >@ 
Sistem pendulum kereta merupakan sistem nonlinear yang 
secara fisik terdiri atas batang pendulum yang terpasang pada sebuah 
kereta.  %atang pendulum dapat bergerak secara bebas pada bidang 
vertikal,  sedangkan pergerakan kereta adalah di bidang horizontal 
dengan panjang lintasan tertentu. Sistem pendulum kereta yang 
digunakan untuk implementasi adalah dari Feedback ,nstruments Ltd. 
dengan tipe ³Digital Pendulum MecKanical 8nit -´ seperti pada 
*ambar 2.. 
 
Gambar . %entuk Fisik Digital Pendulum MecKanical 8nit -  
Penerapan sistem kontrol dilakukan pada komputer 
menggunakan Simulink pada softZare M$TL$%. Modul ³Digital 
Pendulum Controller -21´ sebagai kontroler antarmuka digunakan 
untuk menghubungkan komputer dan sistem pendulum kereta, 
sedangkan board akuisisi data (D$Q) digunakan sebagai ,2 pada 
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komputer. Sinyal kontrol dari komputer keluar melalui Digital to $nalog 
Converter (D$C) yang terdapat pada D$Q. 
Power amplifier yang terhubung dengan port keluaran D$Q 
akan menerima sinyal kontrol yang kemudian dikirim ke motor DC 
untuk menggerakkan kereta. Sensor akan membaca sinyal respon motor 
DC kemudian diteruskan menuju encoder. Sinyal dari encoder akan 
diteruskan menuju komputer melalui $DC pada board D$Q. 
Susunan rangkaian dari Sistem Pendulum Kereta secara 
keseluruhan dapat dilihat pada *ambar 2.7. Kereta dapat bergerak 
secara horizontal dengan menggunakan motor DC yang dihubungkan 
dengan belt. Sedangkan untuk mengayunkan dan menyeimbangkan 
batang pendulum, kereta didorong maju dan mundur pada rel. 
Untuk mengontrol pergerakan kereta maupun batang pendulum, 
terdapat beberapa sensor yang digunakan pada sistem pendulum kereta. 
Karena panjang lintasan yang terbatas, maka pergerakan kereta harus 
diamankan dengan sensor limit sZitcK agar posisi kereta tidak keluar 
dari lintasan tersebut. Sehingga saat kereta sampai di penghujung 
lintasan, kereta akan menyentuh limit sZitcK yang secara otomatis 
mematikan motor DC sebagai penggerak kereta. Untuk mengukur posisi 
kereta pada lintasan, digunakan sensor posisi yaitu position encoder. 
Sedangkan untuk mengukur posisi sudut dari batang pendulum 
digunakan angle encoder. Konfigurasi ini ditunjukkan pada *ambar 2.8. 
 




Gambar . Perangkat Sistem Pendulum 
Model matematika sistem pendulum kereta didapatkan melalui 
hasil identifikasi fisik atau penurunan rumus fisika. Penurunan rumus 
fisika yang digunakan adalah Hukum 1ewton dengan mengetahui gaya 
apa saja yang bekerja pada sistem tersebut. Pada Hukum 1ewton ,,, 
total gaya yang bekerja pada sistem akan berbanding lurus dengan 
percepatan gerak dari sistem tersebut. Sistem pendulum kereta memiliki 
dinamika pergerakan translasi dan rotasi. 2leh karena itu pada sistem 
pendulum kereta, gaya juga harus diidentifikasi secara translasi maupun 
rotasi. *aya-gaya yang bekerja pada sistem pendulum kereta dapat 
dilihat pada *ambar 2.. 
 
Gambar . *aya-*aya yang %ekerja pada Sistem Pendulum Kereta  
1 
 
Pada gerak translasi bidang horizontal, gaya yang bekerja adalah 
ܨ dan ௖ܶ. ܨ adalah gaya yang timbul akibat aksi kontrol (ݑ) yang 
dikenakan sejajar dengan arah pergerakan kereta. Sedangkan ௖ܶ adalah 
gaya gesek yang timbul akibat pergerakan dari kereta terhadap lintasan. 
$rah dari gaya gesek selalu berlawanan dengan arah pergerakan kereta. 
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  (2.7) 
Para gerak translasi bidang vertikal, gaya yang bekerja adalah ܸ 
dan ܹ seperti pada (2.8). ܸ adalah gaya normal yang arahnya selalu 
tegak lurus terhadap bidang. Sedangkan ܹ adalah gaya yang 
ditimbulkan oleh massa batang pendulum dan kereta, serta adanya 
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  (2.8) 
Persamaan (2.) menyatakan hubungan gaya-gaya yang bekerja 
secara keseluruhan pada gerak rotasi. ܦ௣ adalah momen gesek akibat 
pergerakan rotasi batang pendulum yang besarnya sebanding dengan 
kecepatan sudut pendulum. Sehingga ܦ௣ dapat dinyatakan sebagai ܦ௣ =
௣݂ݔସ.  ܬ adalah momen inersia dari batang pendulum. 
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  (2.) 
Pada sistem pendulum kereta mempunyai vektor state yaitu ݔ =[ݔଵ ݔଶ ݔଷ ݔସ]் . Keempat elemen vektor state tersebut adalah 
ݔଵ  Posisi kereta (dari titik tengah lintasan), ݔ 
ݔଶ  Posisi pendulum terhadap garis vertikal, ߠ 
ݔଷ  Kecepatan kereta, ݒ = ݔሶ  
ݔସ  Kecepatan pendulum, ߱ = ߠሶ   
Dengan menguraikan persamaan gaya translasi dan rotasi, 
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. Linearisasi >@ 
Salah satu cara untuk memahami karakteristik sistem adalah 
melalui pemahaman tentang bagaimana suatu sistem berinteraksi dengan 
sinyal masukan. %erdasarkan sifat linearitasnya, sistem dibagi menjadi 
dua yaitu sistem linear dan sistem nonlinear. Untuk menyelesaikan 
permasalahan sistem nonlinear, dapat dilakukan dengan cara linearisasi. 
Linearisasi adalah pendekatan linear di sekitar titik kerja yang 
ditentukan dari sistem nonlinear. 
Dari hasil proses linearisasi, didapatkan suatu matriks konstanta 
yang bersesuaian dengan sistem kontrol linear di setiap daerah kerjanya, 
sehingga mempermudah pengontrolan. Sistem nonlinear dinyatakan 
dengan 
 ( )[ f [=	   (2.11) 
*ambar 2.1 adalah kurva nonlinear dengan fungsi ݕ = ݂(ݔ). Karena 
kurva tersebut nonlinear dan ingin didapatkan pendekatan linearnya, 
maka perlu dilakukan linearisasi di titik kerja.  Terlihat bahwa pada titik (ݔכ, ݂(ݔכ)), garis singgung merepresentasikan pendekatan linear ݂(ݔ) di 
sekitar titik ݔ = ݔכ. 
Hasil linearisasi dari sistem nonlinear pada (2.11) dapat 
dituliskan sebagai berikut 
 ( )y f [=   (2.12) 















= =   (2.1) 
Persamaan (2.1) menunjukkan hasil linearisasi di titik kerja 
sistem nonlinear. Titik kerja ݔכ merupakan titik pusat dari hasil 
linearisasi. $pabila titik kerja tersebut berada di titik origin, maka 
݂(ݔכ) = 0 dan hasil linearisasi di titik tersebut 
 ( ) ( )
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= =	   (2.15) 
-ika pada sistem nonlinear lup terbuka terdapat ݊ buah state, 
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atau dapat ditulis menjadi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Dengan demikian, matriks ܣ merupakan matriks -acobi dari 
݂(ݔ). Sistem nonlinear dapat didekati menjadi sistem linear berdasarkan 
hasil linearisasi di sekitar titik kerjanya dan dapat direpresentasikan 
dalam persamaan berikut 
 ( ) ( ),f K= +[ [ [ u	   (2.17) 
-ika state dalam sistem berjumlah ݊, maka linearisasi sistem pada 
titik kerja (ݔଵכ,  ݔଶכ, ݔଷכ, ݔସכ, … , ݔ௡כ) adalah sebagai berikut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. LogiNa )X]]\ >@ 
Sebelum munculnya teori logika fuzzy (fuzzy logic), dikenal 
sebuah logika tegas (crisp logic) yang memiliki nilai benar atau salah. 
Sebaliknya logika fuzzy merupakan sebuah logika yang memiliki nilai 
kekaburan atau kesamaran (fuzzyness) antara benar dan salah. Dalam 
teori logika fuzzy sebuah nilai bisa bernilai benar dan salah secara 
bersamaan, namun seberapa besar nilai kebenaran atau kesalahan 
tergantung pada bobot keanggotaan yang dimilikinya. 
Dalam teori logika fuzzy dikenal himpunan fuzzy (fuzzy set) yang 
merupakan pengelompokan sesuatu berdasarkan variabel linguistic yang 
dinyatakan dalam fungsi keanggotaan. Di dalam semesta pembicaraan, 
fungsi keanggotaan dari suatu himpunan fuzzy tersebut bernilai antara  
sampai dengan 1. 
%eberapa komponen dan kaidah yang harus dipenuhi dalam 
mendesain sistem kontrol fuzzy agar respon sistem sesuai dengan yang 
diinginkan adalah fuzzifikasi input, basis aturan, mekanisme inferensi, 
dan defuzzifikasi seperti pada *ambar 2.11.  
 
Gambar . Sistem Kontrol Fuzzy 
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Fuzzifikasi merupakan proses pengubahan nilai tegas yang ada 
ke dalam fungsi keanggotaan. %asis aturan berisi kuantifikasi logika 
fuzzy (aturan If-TKen) tentang cara untuk mencapai hasil kontrol yang 
baik. Mekanisme inferensi adalah proses implikasi dalam menalar nilai 
masukan guna penentuan nilai keluaran sebagai bentuk pengambil 
keputusan. Sedangkan defuzzifikasi adalah proses pemetaan himpunan 
fuzzy ke himpunan tegas. Proses defuzzifikasi ini adalah kebalikan dari 
proses fuzzifikasi.  
Fungsi keanggotaan dari suatu himpunan fuzzy dinyatakan 
dengan derajat keanggotaan suatu nilai terhadap nilai tegasnya yang 
berkisar antara 0 sampai dengan 1. -ika ܣ adalah himpunan fuzzy, ߤ 
adalah fungsi keanggotaan, dan  ܺ adalah semesta, maka fungsi 
keanggotaan dalam suatu himpunan fuzzy dapat dinyatakan dengan 
 ^( , ( )) `$ [ [ [ ;µ=  (2.1) 
Fungsi keanggotaan suatu himpunan fuzzy dapat ditentukan 
dengan beberapa fungsi, seperti fungsi segitiga (triangle), trapesium 
(trapezoidal), generalized bell, atau Fungsi *auss (*aussian).  
Fungsi keanggotaan yang paling sederhana dibentuk dengan 
menggunakan garis lurus. Dan yang paling sederhana adalah fungsi 
keanggotaan segitiga. Fungsi keanggotaan segitiga ditentukan oleh tiga 
parameter ^a, b, c` dengan a  b  c seperti yang ditunjukkan pada  
(2.2). *ambar 2.12 menunjukkan fungsi keanggotaan segitiga dengan 
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 ≥
  (2.2) 
Fungsi keanggotaan trapesium juga dibentuk dengan 
menggunakan garis lurus. $kan tetapi fungsi keanggotaan trapesium 
ditentukan oleh empat parameter ^a, b, c, d` dengan a  b  c  d 
seperti yang ditunjukkan pada (2.21). Parameter ܽ dan ݀ menyatakan 
nilai batas, sedangkan ܾ dan ܿ adalah nilai puncak. *ambar 2.1 
1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= ≤ <
 − ≤ <
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 ≥
  (2.21) 
 
Gambar . Fungsi Keanggotaan Segitiga dengan ^a, b, c` ^2, 5, 8` 
 
Gambar . Fungsi Keanggotaan Trapesium dengan ^a, b, c, d` ^2, , , 8` 
Persamaan fungsi keanggotaan generalized bell dapat dilihat 
pada (2.22) dan grafiknya pada *ambar 2.1. Fungsi keanggotaan 
*eneralized %ell ditentukan oleh tiga parameter ^a, b, c`. Parameter ܿ 
menyatakan titik pusat dengan derajat keanggotaan bernilai 1, parameter 
2
 
ܾ menyatakan bilangan positif, dan parameter ܽ menyatakan lebar 
fungsi bell. 










  (2.22) 
Sedangkan persamaan fungsi keanggotaan gaussian dapat dilihat 
pada (2.2) dan grafiknya pada *ambar 2.15. Fungsi keanggotaan 
*aussian ditentukan oleh dua parameter ^c, ı`. Parameter ܿ menyatakan 
titik pusat dengan derajat keanggotaan bernilai 1 dan parameter ߪ 







− −  
 =   (2.2) 
 
Gambar . Fungsi Keanggotaan *eneralized %ell dengan ^a, b, c` ^, , 5` 
 
Gambar . Fungsi Keanggotaan *aussian dengan ^c, ı` ^1.2, 5` 
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.. MeNanisme InIerensi 
Mekanisme inferensi adalah proses implikasi dalam menalar nilai 
masukan untuk menentukan nilai keluaran sebagai bentuk pengambil 
keputusan. Dibutuhkan beberapa basis aturan dalam menyelesaikan 
permasalahan kontrol fuzzy ini. $turan fuzzy memetakan masukan fuzzy 
yang diperoleh dari fuzzifikasi terhadap keluaran fuzzy yang berupa 
pernyataan premis If-TKen seperti berikut. 
If premis TKen konsekuen 
 If ݔଵ = ܣ $1D ݔଶ = ܤ TKen ݑ = ܥ 
Mekanisme inferensi ini sendiri terdiri dari operasi himpunan 
fuzzy, aplikasi metode implikasi, dan agregasi semua output. $plikasi 
operator fuzzy dilakukan karena pernyataan premis dapat melibatkan 
lebih dari satu variabel premis. . Terdapat tiga operasi dasar pada 
himpunan fuzzy, yaitu irisan (intersection), gabungan (union), dan 
komplemen. Masing-masing operasi dasar pada himpunan fuzzy 
didefinisikan sebagai berikut 
1. Intersection ($1D) 
Misalkan ܣ dan ܤ adalah dua himpunan fuzzy yang 
berbeda dengan fungsi keanggotaan ߤ஺(ݔ) dan ߤ஻(ݔ). ,risan 
(intersection) dari himpunan fuzzy ܣ dan ܤ adalah himpunan 
fuzzy yang dinyatakan ܣ ת ܤ dengan fungsi keanggotaan yang 
dapat didefinisikan oleh dua metode berikut 
a. Minimum 
2perasi minimum dapat dinyatakan sebagai berikut 
 ( ) min^ ( ), ( )  `$ % $ %[ [ [ [ ;µ µ µ∩ = ∈  (2.2) 
b. $lgebraic Product 
2perasi product dapat dinyatakan sebagai berikut 
 ( ) ^ ( ) ( )  `$ % $ %[ [ [ [ ;µ µ µ∩ = ∈   (2.25) 
2. 8nion (2R) 
Misalkan ܣ dan ܤ adalah dua himpunan fuzzy yang 
berbeda dengan fungsi keanggotaan ߤ஺(ݔ) dan ߤ஻(ݔ). 
*abungan (union) dari himpunan fuzzy ܣ dan ܤ adalah 
himpunan fuzzy yang dinyatakan ܣ ׫ ܤ dengan fungsi 




2perasi ma[imum dinyatakan sebagai berikut 
 ( ) ma[^ ( ), ( )  `$ % $ %[ [ [ [ ;µ µ µ∪ = ∈   (2.2) 
b. $lgebraic 6um 
2perasi algebraic sum dinyatakan sebagai berikut 
 ( ) ^ ( ) ( ) ( ) ( )  `$ % $ % $ %[ [ [ [ [ [ ;µ µ µ µ µ∪ = + − ∈   (2.27) 
. Komplemen 
Komplemen dari himpunan fuzzy ܣ dengan fungsi 
keanggotaan ߤ஺(ݔ) memiliki fungsi keanggotaan sebagai 
berikut 
 ( ) 1^ ( )  `$ $[ [ [ ;µ µ′ = − ∈   (2.28) 
$plikasi metode implikasi memetakan pernyataan premis yang 
memenuhi sehingga didapatkan pernyataan konsekuen. 1ilai dari hasil 
operasi himpunan fuzzy di pernyataan premis menyatakan seberapa 
besar pernyataan konsekuen tersebut dapat bekerja. %eberapa macam 
implikasi pernyataan konsekuen adalah Model Mamdani dan Model 
Sugeno. 
Proses agregasi semua output adalah proses penggabungan 
semua hasil dari aturan-aturan tersebut. Karena nilai keluaran tiap aturan 
sudah merupakan nilai tegas, maka metode agregasi hanya 
menjumlahkan semua keluaran tersebut. 
.. DeIu]]iIiNasi 
Defuzzifikasi adalah proses pemetaan himpunan fuzzy ke 
himpunan tegas. Terdapat beberapa metode defuzzifikasi, antara lain 
center of gravity (C2*), center-ZeigKted average, dan center of area 
(C2$). Pada metode C2*, output tegas dipilih dengan 
mempertimbangkan besarnya nilai titik tengah fungsi keanggotaan dan 
area dibawah fungsi keanggotaan. Output tegas metode C2* dapat 














  (2.2) 
2 
 
dengan ܾ௜ adalah titik tengah fungsi keanggotaan dan ׬ ߤ௜ adalah area 
dibawah fungsi keanggotaan. Pada metode center-ZeigKted average, 
output tegas dipilih dengan mempertimbangkan besarnya nilai titik 
tengah fungsi keanggotaan dan nilai bobot setiap aturan. Output tegas 











  (2.) 
dengan ܾ௜ adalah titik tengah fungsi keanggotaan dan ߤ௜ adalah nilai 
bobot setiap aturan. Sedangkan pada metode C2$, perhitungan output 











  (2.1) 
dengan ݑ adalah keluaran dan ߤ adalah derajat keanggotaan yang 
bersesuaian dengan nilai ݑ. 
. MoGeO )X]]\ TaNagi Sugeno TS 
Dinamika dari model fuzzy Takagi-Sugeno (T-S) dapat 
merepresentasikan hubungan linear masukan-keluaran dari sistem yang 
nonlinear. Model fuzzy T-S merupakan kombinasi antara fungsi 
kualitatif pada bagian premis dan fungsi kuantitatif pada bagian 
konsekuen. Model kuantitatif yang digunakan dalam bagian konsekuen 
berupa model linear dinamik. Kombinasi dengan aturan logika pada 
bagian premis membuat model ini dapat dilihat sebagai model multi 
linear lokal. 
Premis dari model fuzzy T-S merupakan model plant yang ditulis 
dalam bentuk aturan If-TKen sebagai berikut 
$turan plant ke-i 
If ݖଵ is  ܯ௜ଵ and ݖଶ is  ܯ௜ଶ . . . ݖ௝ is  ܯ௜௝ 
TKen ܠሶ = ۯ௜ܠ + ۰௜ܝ 
 i i=\ & [  D u  (2.2)  
dengan ݅ = 1,2, … , ݍ adalah banyaknya aturan fuzzy, ݆ adalah banyaknya 
himpunan fuzzy dalam satu aturan, ܯ௜௝ adalah himpunan fuzzy, ݖ adalah 
variabel pada bagian premis, dan ݑ adalah masukan sistem. 9ektor state 
2 
 
ݔ Ԗ ܴ௡, vektor keluaran sistem  ݕ Ԗ ܴ௤ , sedangkan ܣ, ܤ, ܥ, dan ܦ adalah 
matriks dengan ukuran yang sesuai. 
Pada tahap inferensi model fuzzy T-S menggunakan logika 
penghubung $1D (operator product), sedangkan pada tahap 
defuzzifikasi menggunakan metode center average. Sehingga secara 
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  (2.) 
Pembobot ݉௜[ݖ] dan derajat keanggotaan ߤ௜(ݖ) memiliki sifat 
sebagai berikut 
 ( ) ( ) ( ) ( )
1 1
 1  
T T
i i i i
i i
m z m z z zµ µ
= =
≥ = ≥ >∑ ∑   (2.5) 
Untuk kontroler fuzzy, pada proses pembobotan serta 
defuzzifikasinya sama. 1ilai gain kontrol ܭ dapat dicari dengan 
menggunakan metode LQR. Sehingga bentuk aturannya menjadi 
$turan kontroler ke-i 
If ݖଵ is  ܯ௜ଵ and ݖଶ is  ܯ௜ଶ . . . ݖ௝ is  ܯ௜௝ 
  iTKen .= −u [   (2.) 
dengan ݅ = 1,2, … , ݍ. Sehingga keluaran kontroler fuzzy menjadi 







= −∑u K [   (2.7) 
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. LLQHDU 4XDGUDWLF RHJXODWRU L4R >@ 
Salah satu metode untuk mendapatkan state feedback gain dalam 
pengendalian kestabilan sistem pendulum kereta yaitu Linear Quadratic 
Regulator. LQR disebut linear karena model dan kontrolernya berupa 
linear. Sedangkan disebut kuadratik karena cost function dari sistem 
merupakan kuadratik dan karena referensinya bukan berupa fungsi 
waktu maka disebut regulator. Sistem kontrol dikatakan baik, apabila 
sistem kontrol tersebut memiliki daya tanggap yang cepat dan stabil, 
tetapi tidak membutuhkan energi yang berlebihan. 
Sistem kontrol dengan karakteristik tersebut dapat dicapai 
dengan menggunakan indeks performa yang tepat. Sistem kontrol yang 
dirancang berdasarkan optimasi indeks performasi disebut sistem 
kontrol optimal ,ndeks performa dalam interval [ݐ଴,λ) diupayakan 
dapat meminimalisasi energi (cost function). 
Pada kasus infinite interval LQR - time invariant terdapat model 
plant sebagai berikut 
 ( ) ( ) ( )t t t= +[ A[ Bu	   (2.8) 




( ( ) ( ) ( ) ( ))
2
- t t t t dt
∞
= +∫ [ 4[ u Ru   (2.) 
Matriks ۿ ߳ ࣬௡୶௡ yang merupakan matriks semidefinit positif. Matriks 
܀ ߳ ࣬௥୶௥ adalah matriks definit positif. Sedangkan matriks ۯ dan ۰ 
dengan ukuran yang sesuai. 
Terdapat beberapa langkah untuk menentukan solusi optimal 
dengan prosedur Pontryagin sebagai berikut 
 Menyelesaikan matriks $lgebraic  Riccati (Tuation ($R() 
 1 −− − − + =T TPA A P 4 PBR B P   (2.) 
 Menyelesaikan state optimal ܠכ(ݐ) 
  1 ( ) ( ) ( )Tt t−= −[ A BR B P [	   (2.1) 
dengan kondisi awal ܠ(ݐ଴) = ܠ଴ 
 Mendapatkan kontrol optimal ܝכ(ݐ) 
2 
 
  ( ) ( )t t= −u K[   (2.2) 
dengan ۹ = ܀ିଵ۰୘۾  
 Mendapatkan indeks performa optimal 
   
1
( ) ( ) ( )
2
T- t t t= [ P[   (2.) 
. PURSRUWLRQDO MXOWLSOH IQWHJUDO OEVHUYHU PMIO >@ 
Observer digunakan untuk mendeteksi adanya kesalahan. Untuk 
kesalahan yang terjadi pada aktuator, dapat menggunakan metode PM,2 
untuk mengestimasi kesalahan tersebut. Dengan model sistem fuzzy T-S 
seperti pada (2.), kemudian dikembangkan menjadi sistem augmentasi 
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dengan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Dibawah ini adalah model fuzzy T-S PM,2 yang digunakan 
untuk mengestimasi state sistem dan kesalahan aktuator secara simultan, 
serta secara grafis blok diagram dapat dilihat pada (2.5). 
 1
( )(Ö ( ))Ö Ö
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  (2.5) 
dengan ۺҧ ௜adalah observer gain hasil desain. 
 
Gambar . %lok Diagram (stimasi Kesalahan dengan PM,2
$kan tetapi dalam desain Fuzzy T-S PM,2 harus memenuhi 
syarat berikut ini 
 rank







  (2.) 
dengan ݇ adalah ukuran vektor kesalahan aktuator. Selain itu, PM,2 
akan melemahkan efek kesalahan aktuator yang dibatasi turunan 
estimasi kesalahan jika terdapat matriks ۾ഥ = ۾ഥ் > 0 dan matriks ۶ഥ௜ 
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  (2.7) 
dengan observer gain didapatkan dengan ۺҧ ௜ = ۾ഥିଵ۶ഥ௜. 
. AnaOisis KestabiOan L\apunoY >@ 
Kestabilan merupakan salah satu hal yang paling penting dalam 
suatu sistem kontrol. Pada Tugas $khir ini menggunakan metode kedua 
Lyapunov untuk analisis kestabilan. Hal ini dikarenakan metode kedua 
Lyapunov dapat menganalisis kestabilan dari suatu sistem dapat 
ditentukan tanpa harus menyelesaikan persamaan state dari sistem 
tersebut.  
Fungsi Lyapunov bergantung pada ݔଵ, ݔଶ, ..., ݔ௡, dan ݐ yang 
dapat dinyatakan dengan ܸ(ݔଵ, ݔଶ, … , ݔ௡ , ݐ) atau ܸ(ܠ, ݐ). $kan tetapi, 
jika fungsi Lyapunov tidak bergantung pada ݐ secara eksplisit, maka 
fungsi Lyapunov dapat dinyatakan dengan ܸ(ݔଵ, ݔଶ, … , ݔ௡) atau ܸ(ܠ). 
Dalam metode kedua Lyapunov, perilaku ܸ(ܠ, ݐ) dan turunan 
pertamanya terhadap waktu ሶܸ (ܠ, ݐ) = ܸ݀(ܠ, ݐ)/݀ݐ memberikan 
informasi mengenai kestabilan, kestabilan asimtotik, atau 
ketidakstabilan dari suatu state ekuilibrium tanpa harus mendapatkan 
solusi persamaan diferensial dari sistem. Suatu sistem dinyatakan 
dengan persamaan 
 ( ), f t=[ [	   (2.8) 
dengan ݂(0, ݐ) = 0 untuk semua ݐ. -ika terdapat fungsi skalar ܸ(ܠ, ݐ) 
yang mempunyai turunan parsial pertama yang kontinu dan memenuhi 
kondisi 
1. ܸ(ܠ, ݐ) adalah definit positif 
2. ሶܸ (ܠ, ݐ) adalah definit negatif 
maka state ekuilibrium pada origin adalah stabil asimtotik.  
-ika terdapat sistem linear time-invariant dengan persamaan 
 =[ A[	   (2.) 
dengan ܠ adalah vektor state ݊ × 1, ۯ adalah matriks konstan 
nonsingular ݊ × ݊, dan state ekuilibrium berada pada origin (ݔ = 0). 
2 
 
Kestabilan dari state ekuilibrium sistem (2.) dapat diketahui dengan 
mudah menggunakan metode kedua Lyapunov. Untuk sistem (2.), 
kemungkinan fungsi Lyapunov dipilih sebagai berikut 
 ( ) T9 [ = [ P[   (2.5) 
dengan ۾ adalah matriks simetris definit positif. Turunan pertama 
terhadap waktu dari ܸ(ݔ) adalah sebagai berikut 
 ( ) T T9 = +[ [ P[ [ P[	 	 	  
 ( ) ( )T T= +A[ P[ [ P A[   
 T T T [= +[ A P[ [ PA   
 ( )T T [= +[ A P PA   (2.51) 
Karena ܸ(ܠ) dipilih definit positif, untuk kestabilan asimtotik, 
maka ሶܸ (ܠ) harus definit negatif. 2leh karena itu,  
 ( ) T9 = −[ [ 4[	   (2.52) 
dengan 
 ( )= − +T4 A P PA   (2.5) 
dan ۿ   definit positif. Sehingga untuk menjamin kestabilan sistem 










. LLQHDU MDWUL[ IQHTXDOLWLHV LMI >@ 
Sesuai dengan analisis Lyapunov bahwa sistem akan stabil saat 
terdapat matriks ۾ഥ yang memenuhi (2.5). Matriks ۾ഥdapat dicari 
nilainya dengan perhitungan analitik untuk sistem yang sederhana. 
Pertidaksamaan Lyapunov tesebut dapat diselesaikan dengan memilih 
ۿ = ۿ் > 0 yang digunakan untuk menyelesaikan permasalahan ۯ்۾ഥ +
۾ഥۯ = െۿ untuk mendapatkan matriks definit positif ۾ഥ jika sistem (2.) 
stabil. $kan tetapi, jika sistem tersebut adalah mempunyai tingkat 
kompleksitas yang tinggi, maka penyelesaian dengan cara LM, 
 
 
merupakan pilihan yang paling baik. LM, memiliki bentuk sebagai 
berikut 






= + >∑) [ ) [ )   (2.55) 
dengan ܠ א ܀௠ adalah variabel dan ۴௜ = ۴௜் א ܀௡×௡, ݅ = 0, ..., ݉, 
adalah matriks simetris yang diketahui. Tanda pertidaksamaan pada 
(2.55) menunjukkan bahwa ۴(ܠ) adalah definit positif. LM, (2.55)
merupakan fungsi kendala dari ܠ sehingga tujuan optimisasi dari LM, 
(2.55) adalah mencari nilai ܠ sedemikian hingga ۴(ܠ) > 0. 
%eberapa LM,, ۴(ଵ)(ܠ) > 0, ..., ۴(௣)(ܠ) > 0, dapat dinyatakan 
sebagai LM, tunggal diag(۴(ଵ)(ܠ), ..., ۴(௣)(ܠ)) > 0. Sehingga jika 
matriks ۴௜ adalah diagonal, maka LM, ۴(ܠ) > 0 dapat dikatakan sebagai 
kumpulan beberapa pertidaksamaan linear. 
.. SFKXU &RPSOHPHQW 
Pertidaksamaan nonlinear dapat diubah ke dalam bentuk LM, 
dengan menggunakan 6cKur Complement. Misalkan terdapat 
pertidaksamaan seperti pada (2.5) 
 1 T−
R[ ! 
4[  S[R[ S[ ! 
(2.5) 







  (2.57) 
dengan ۿ(ܠ) = ۿ(ܠ)் dan ܀(ܠ) = ܀(ܠ)். 
.. LMI RHJLRQ >@ 
Stabilitas adalah persyaratan yang harus dipenuhi dalam sistem 
kontrol apapun. $kan tetapi, kontroler yang baik mampu memeberikan 
respon yang cepat yang dapat mudah dicapai dengan menempatkan 
closed loop poles pada daerah ܦ yang diinginkan, seperti yang 
ditunjukkan pada *ambar 2.17. Time settling dan oversKoot bergantung 
pada pemilihan besarnya nilai damping ratio, yaitu cosߠ Sedangkan 




Gambar . Region D pada %idang Kompleks 
Daerah ܦ pada bidang kompleks disebut LM, region jika terdapat 
matriks simetris ۺ dan matriks ۻ sehingga 
 ( )  dD z f z= ∈ <   (2.58) 
dengan ௗ݂(ݖ) = ۺ + ݖۻ + ݖҧۻ் dan ௗ݂(ݖ) disebut fungsi karakteristik 
dari daerah ܦ. %eberapa contoh LM, region adalah 
 Setengah bidang  dengan ܴ݁(ݖ) = െߙ 
 ( ) 2 df z z z α= + + <   (2.5) 
 Lingkaran dengan pusat (െݍ, 0) dan jari jari ݎ 





= < + − 
  (2.) 
 Conic 2ߠ 
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  (2.1) 
. PerIorma ۶∞ 
Observer didesain selain untuk menjamin kestabilan juga untuk 
melemahkan efek kesalahan aktuator. Pada metode ini, pengaruh 
gangguan terburuk dari luar (kesalahan aktuator) pada performa sistem 
akan dilemahkan hingga mencapai nilai pelemahan yang telah 




fungsi alih *(s) dapat diketahui dengan menghitung -norm atau sama 
dengan menghitung nilai maksimal dari magnitude respon frekuensinya. 
Sehingga secara matematika dapat dirumuskan sebagai (2.2). 







Secara umum, konfigurasi sistem kontrol untuk mendapatkan 
performa  ۶∞ dijelaskan seperti pada *ambar 2.18. Matriks P dan K 
merupakan sistem dan kontroler. Sinyal u(ݐ) dan Z(ݐ) merupakan 
sinyal kontrol dan gangguan. Sedangkan \(ݐ) dan ](ݐ)  masing-masing 
adalah keluaran terukur dan keluaran performa dari sistem.  
Dalam tugas akhir ini, performa 𝐻𝐻∞ akan diterapkan pada 
estimator kesalahan. oleh karena itu, diharapkan observer dapat 
melemahkan efek dari adanya kesalahan aktuator. 
 
Gambar . Skema Kontrol untuk Mendapatkan Performa 𝐻𝐻∞ 
Untuk memperjelas prinsip dari performa 𝐻𝐻∞ diasumsikan 
terdapat vektor error estimasi ܍ܠ(t) = ܠ܉(t) െ ܠത܉(t) yang mengalami 
gangguan kesalahan aktuator ௔݂
(௦)(ݐ). Keluaran performa yang 
diharapkan adalah 
( ) ( )p [t t=] & e   (2.) 
dengan p& adalah matriks performa. Perhitungan tingkat pelemahan (ߛ) 
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  (2.5) 
atau 






[ [t t dt t t dtγγ
− ≤∫ ∫e 4e Z Z (2.)
dengan ( )( ) ( )sat f t=Z  
$rti fisik dari (2.) adalah efek terburuk dari ( )tZ  pada error 
estimasi ܍ܠ(t) = ܠ܉(t) െ ܠത܉(t)harus dilemahkan sampai di bawah 
tingkat pelemahan (ߛ) yang ditentukan. $dapun λ-normdari fungsi alih 
( )* s  merupakan nilai maksimum dari (2.). Sesuai dengan definisi ini 























  (2.7)  
-ika tingkat pelemahan maksimal yang diinginkan adalah kurang dari 
ߛכ, maka performa dari sistem dinyatakan dalam pertidaksamaan (2.8). 
( )





































PERAN&ANGAN SISTEM KONTROL 
Pada bab ini akan dijelaskan mengenai linearisasi model 
matematika nonlinear sistem pendulum kereta pada titik kerjanya. 
Setelah itu dirancang kontroler nominal saat kondisi sistem tanpa adanya 
kesalahan pada aktuator. 6tate feedback gain didapatkan dari 
perhitungan menggunakan LQR. Untuk menjaga stabilisasi sistem 
pendulum kereta saat terjadi kesalahan pada aktuator, maka dirancang 
observer dengan pendekatan Proportional Multiple Integral Observer 
yang mampu mengestimasi kesalahan yang terjadi pada aktuator. Pada 
akhir %ab ini, perancangan sistem menggunakan 6imulinkM$TL$% 
akan ditunjukkan untuk simulasi dan implementasi pada sistem 
pendulum kereta. 
. Linearisasi MoGeO PODQW 
Sistem pendulum kereta adalah sistem nonlinear. $gar sistem 
kontrol linear dapat digunakan, maka sistem tersebut dilinearisasi 
terlebih dahulu. Untuk mendapatkan model matematika yang linear, 
maka dari Persamaan (2.17) didapatkan 


















ܽ(െ ௖ܶ െ ߤݔସଶݏ݅݊ݔଶ) + ݈ܿ݋ݏݔଶ(ߤ݃ݏ݅݊ݔଶ െ ௣݂ݔସ)
ܬ + ߤ݈ݏ݅݊ଶݔଶ
݈ܿ݋ݏݔଶ(െ ௖ܶିߤݔସଶݏ݅݊ݔଶ) + ൫ߤ݃ݏ݅݊ݔଶ െ ௣݂ݔସ൯












ې = ൤0 0 ܽݑ
ܬ + ߤ݈ݏ݅݊ଶݔଶ ݑ݈ܿ݋ݏݔଶܬ + ߤ݈ݏ݅݊ଶݔଶ൨் 
%erdasarkan teori linearisasi yang telah dijelaskan pada %ab ,,, 






























































































untuk masing-masing elemen matriks A dan B dapat dilihat pada 
Lampiran $.1.2. 
Dari penurunan rumus pada Persamaan di Lampiran tersebut 
dapat dilihat bahwa nilai dari ݔଵ tidak mempengaruhi dari model 
matematika sistem pendulum kereta, oleh karena itu linearisasi plant 
dapat dilakukan pada variasi nilai ݔଶ saja. 9ariasi nilai ݔଶ yang dipilih 
menjadi titik kerja plant pada perancangan sistem ini adalah di  radian 
dan ±0,2 radian. 
Untuk titik kerja pertama yaitu ܠכ = [0 0 0 0]் dan ݑכ = 0, 
didapatkan 
 1 1u= +[ A [ B	    (.1) 
dengan 




Untuk titik kerja kedua yaitu ܠכ = [0 ±0,2 0 0]் dan ݑכ =0, didapatkan  
 2 2u= +[ A [ B	    (.2) 
dengan 
ۯଶ = ൦0 0 1 00 0 0 10 0,2316 0 െ0,00010 14,6673 0 െ0,0073൪ ,۰ଶ = ൦
000,82641,2094൪ 
Sedangkan untuk matriks yang digunakan sebagai keluaran dan 
matriks transmisi masukan langsung ke keluaran untuk kedua titk kerja 
tersebut adalah 
۱ଵ = ۱ଶ = [1 0 0 0],۲ଵ = ۲ଶ = 0 
Persamaan (.1) dan (.2) adalah model linear untuk sistem 
pendulum kereta. $lgoritma yang digunakan untuk mendapatkan model 
tersebut dapat dilihat pada Lampiran %.1. 
. Perancangan KontroO LLQHDU 4XDGUDWLF RHJXODWRU L4R 
untuN StabiOisasi 
Stabilisasi pada sistem pendulum kereta adalah proses 
memepertahankan posisi sudut pendulum pada kondisi terbalik. Sistem 
kontrol yang digunakan untuk stablisasi pada Tugas $khir ini adalah 
Linear Quadratic Regulator (LQR). Sistem kontrol LQR digunakan 
untuk mengoptimalkan cost function berdasarkan indeks performa yang 
diinginkan. Untuk kasus infinite time invariant Linear Quadratic 




( ( ) ( ) ( ) ( ))
2
- t t u t u t dt
∞
= +∫ [ 4[ R   (.) 
$gar mendapatkan nilai optimal dari cost function sesuai dengan indeks 
performa tersebut, maka harus memenuhi persamaan aljabar riccati 
seperti pada (.) dengan mencari kombinasi matriks ۿ dan ܀. 
 T 1 T −− − − + =PA A P 4 PBR B P   (.) 
7 
 
Dengan menyelesaikan (.), didapatkan matriks ۾ yang digunakan 
untuk mencari nilai state feedback gain controller seperti pada (.5) agar 
sistem pendulum kereta tercapai kestabilan. 
 1 T−=K R B P    (.5) 
Pada perancangan kontrol nominal yaitu menggunakan state 
feedback gain controller menggunakan LQR berbasis fuzzy T-S 
dipengaruhi oleh pemilihan matriks ۿ dan ܀. Untuk Tugas $khir ini 
dipilih nilai matriks ۿ dan ܀ yaitu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 R ,5=   
yang menggunakan dua titik kerja yang sudah dijelaskan pada Subbab 
.1 yaitu pada ݔଶ
כ = 0 radian dan ݔଶכ = ±0,2 radian. Dengan 
menyelesaikan persamaan aljabar riccati seperti pada (.), maka 
didapatkan nilai state feedback gain ۹ yang didapatkan dari hasil 
linearisasi dari dua titik kerja. 
Untuk titik kerja yang pertama yaitu pada ݔଶ
כ = 0 radian 
ܠכ = [0 0 0 0]܂ dan ݑכ = 0 
sehingga diperoleh 
ܠሶ  = ۯଵܠ + ۰૚ݑ 
dengan 
ۯଵ = ൦0 0 1 00 0 0 10 0,2522 0 െ0,00010 15,0113 0 െ0,0074൪ ,۰ଵ = ൦
000,82721,2353൪ 
Didapatkan matriks ۹ଵ yaitu 
۹ଵ = [െ100 395,95 െ93,98 107,43] 
8 
 
Sedangkan untuk titik kerja yang kedua yaitu pada ݔଶ
כ = ±0,2 
radian 
ܠכ = [0 0 0 0]܂ dan ݑכ = 0 
sehingga diperoleh 
ܠሶ  = ۯଶܠ + ۰ଶݑ 
dengan 
ۯଶ = ൦0 0 1 00 0 0 10 0,2316 0 െ0,00010 14,6673 0 െ0,0073൪ ,۰ଶ = ൦
000,82641,2094൪  
Didapatkan matriks ۹ଶ yaitu 
۹ଶ = [െ100 399,48 െ94,41 109,37] 
Setelah didapatkan kedua nilai ۹ masing-masing dari setiap titik 
kerjanya, maka disusunlah sistem kontrol LQR berbasis fuzzy T-S. Hal 
ini dimaksudkan untuk menentukan nilai ۹ mana yang bekerja saat 
proses stabiliasi sistem pendulum kereta. Penentuan besarnya proporsi 
nilai ۹ଵ dan ۹ଶ berdasarkan nilai sudut batang pendulum yang terukur, 
sehingga yang digunakan dalam pembuatan aturan fuzzy T-S juga hanya 
membership untuk posisi sudut pendulum.  
MembersKip function yang digunakan adalah fungsi segitiga 
untuk titik kerja pertama yaitu saat ݔଶ
כ = 0 radian. Parameter  fungsi 
segitiga adalah ܽ, ܾ, dan ܿ sesuai dengan penjelasan pada (2.2). $kan 
tetapi pada membersKip function ini dipilih nilai ܽ, ܾ, dan ܿ masing-
masing adalah െ0,2 0  dan ,2.  
Sedangkan membersKip function yang digunakan untuk titik kerja 
yang kedua yaitu saat ݔଶ
כ = ±0,2 radian adalah fungsi trapesium. 
Parameter  fungsi trapesium adalah ܽ, ܾ, ܿ, dan ݀ sesuai dengan 
penjelasan pada (2.21). $kan tetapi pada membership function ini 
dipilih nilai ܽ, ܾ, ܿ, dan ݀ masing-masing adalah െλ െλ  െ0,2; dan  
untuk membership sebelah kiri dan 0; 0,2  λ; dan λ untuk membership 
sebelah kanan dengan menganggap λ adalah nilai yang sangat besar 
(tak hingga). Dari kedua membership function tersebut dapat dilihat 
pada *ambar .1. 
$turan yang digunakan pada perancangan sistem kontrol LQR 
berbasis fuzzy T-S ini terdapat dua macam, yaitu aturan untuk plant dan 
 
 
aturan untuk kontroler. $turan untuk plant sistem pendulum kereta 
adalah 
$turan 1 untuk plant 
,F ݔଶ adalah ܯଵ (sekitar  radian) 
 1 1TH(1 u= +[ A [ B	   (.) 
dan 
$turan 2 untuk plant 
,F ݔଶ adalah ܯଶ (sekitar ,2 radian) 
2 2TH(1 u= +[ A [ B	  (.7) 
 
Gambar . MembersKip Function Posisi Sudut Pendulum untuk $turan Plant 
dan $turan Kontroler 
Selanjutnya, untuk menentukan parameter kontroler digunakan metode 
Parallel Distributed Compensation (PDC). Dengan menggunakan 
metode PDC ini, tiap-tiap aturan kontroler dirancang berdasarkan aturan 
plant yang bersesuaian. Sehingga dari aturan plant pada (.) dan (.7) 
didapatkan aturan kontroler sebagai berikut 
$turan 1 untuk kontroler 
,F ݔଶ adalah ܯଵ (sekitar  radian) 
1TH(1 u = −K [ (.8) 
dan 
$turan 2 untuk kontroler 
,F ݔଶ adalah ܯଶ (sekitar ,2 radian) 






%erdasarkan dua aturan kontroler tersebut, maka didapatkan sinyal 
kontrol secara keseluruhan adalah 
 1 1 2 2( (z) ( ) )u m m z= − +K K [    (.1) 
dengan ݉ଵ(ݖ) adalah nilai pembobot pada aturan 1 dan ݉ଶ(ݖ) adalah 
nilai pembobot pada aturan 2. 
. Perancangan PURSRUWLRQDO MXOWLSOH IQWHJUDO OEVHUYHU untuN 
Estimasi KesaOahan ANtuator 
Sistem kontrol LQR berbasis fuzzy T-S dapat digunakan untuk 
mendapatkan kestabilan sistem pendulum kereta pada kondisi nominal. 
Kondisi nominal adalah kondisi pada saat komponen dalam  sistem 
dapat bekerja secara optimal, atau dalam kata lain tidak terdapat 
kerusakan atau kesalahan pada komponen-komponen tersebut.  
$kan tetapi apabila terdapat kesalahan (pada Tugas $khir ini 
kesalahan terjadi pada aktuator), maka akan terjadi penurunan performa 
sistem atau bahkan terjadi ketidakstabilan.  Untuk mengatasi akibat dari 
kesalahan yang terjadi pada aktuator tersebut, maka dirancanglah sebuah 
observer yang mampu mengestimasi kesalahan tersebut. Hasil estimasi 
kesalahan tersebut dapat digunakan untuk mengompensasi dampak 
kesalahan tersebut pada sistem pendulum kereta. 
Observer yang dapat mengestimasi state dan kesalahan aktuator 
secara simultan dan digunakan pada Tugas $khir ini adalah 
Proportional Multiple Integral Observer (PM,2). $gar observer 
tersebut dapat menjalankan fungsinya, maka dibentuk terlebih dahulu 
augmented system  yang  didalamnya terdapat state dan sinyal kesalahan 
( ௔݂) beserta turunannya hingga turunan ke s ( ௔݂
(௦)). 
Sistem augmentasi dirancang dengan melibatkan sinyal 
kesalahan dan turunannya yang kedua. -umlah aturan fuzzy yang 
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۰ഥଵ = [0 0 0,8272 1,2353 0 0 0]୘ 
۰ഥଶ = [0 0 0,8264 1,2094 0 0 0]୘ 
۱ത = [1 0 0 0 0 0 0] 
۵ഥ = [0 0 0 0 1 0 0]୘ 
Setelah sistem augmentasi dirancang, maka fuzzy T-S PM,2 yang 
mampu mengestimasi state sistem dan sinyal kesalahan secara simultan 
dapat diperoleh seperti pada (.1). 
 1
2
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Ö Ö
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  (.1) 
$kan tetapi untuk memastikan apakah fuzzy T-S tersebut dapat 
dirancang, maka harus dibuktikan seperti pada (2.). 
ݎܽ݊݇ ቂۯ௜ ۳௜
۱ ૙
ቃ = 5 
2 
 
Dikarenakan jumlah state pada sistem pendulum kereta adalah  (݊ =4) dan ukuran vektor kesalahan aktuator adalah 1 (݇ = 1). 2leh karena 
itu observer dapat dirancang dan digunakan untuk mengestimasi state 
dan kesalahan sktuator. 
Dinamika error estimasi state pada (.1) dapat diperoleh 








= − +∑[ [e A L & e G	 (.1) 
dengan 
܍ܠ = ܠො௔ െ ܠ௔ 
dan ܍ܠ adalah error estimasi state. 
Untuk melemahkan dampak simultan dari adanya ௔݂
(௦) pada error 
estimasi dan juga untuk memastikan kestabilan sistem, maka harus 
memenuhi Pertidaksamaan (.15). 
 ( ) ( )pmi
pmi
1
( ) T T s T sa a9 f fγγ
+ − <[ [ p p [e e & & e	 (.15) 
dengan ሶܸ (܍ܠ) adalah turunan pertama terhadap waktu dari fungsi 
kandidat Lyapunov ( ሶܸ (܍ܠ) = ܍ܠ்۾ഥ܍ܠ ), ۾ഥ ߳ ࣬௡ത୶௡ത adalah matriks 
simetris semi definit positif, dan ۱ܘ ߳ ࣬
௡ത୶௡ത adalah matriks performa 
keluaran. Dari (.21) dapat diperoleh 
ሶܸ (܍ܠ) = ܍ሶ ܠ்۾ഥ܍ܠ  + ܍ܠ்۾ഥ܍ሶ ܠ    = ෍݉௜(ݖ)(((ۯഥ௜ െ ۺҧ ௜۱ത)܍ܠ)் + (۵ഥ ௔݂(௦))்ଶ
௜ୀଵ
)۾ഥ܍ܠ   





(ۯഥ௜୘۾ഥ + ۾ۯഥ௜ െ ۾ഥۺҧ ௜۱ത 
 ( ) ( )T T( ) ) s sT Ti a af f− + +[ [ [PL & e e PG G Pe   (.1) 
dengan memilih ۶ഥ௜ = ۾ഥۺҧ ௜ maka (.1) menjadi 
 
 
ሶܸ (܍ܠ) = ෍݉௜(ݖ)܍ܠ்ଶ
௜ୀଵ
(ۯഥ௜୘۾ഥ + ۾ۯഥ௜ െ ۶ഥ௜۱ത 
 ( ) ( )T T)(  ) s sT Ti a af f− + +[ [ [H & e e PG G Pe   (.17) 
Dari (.15) dan (.17) diperoleh   
෍݉௜(ݖ)܍ܠ்ଶ
௜ୀଵ
(ۯഥ௜୘۾ഥ + ۾ഥۯഥ௜ െ ۶ഥ௜۱ത െ (۶ഥ௜۱ത)் + 1ߛ୮୫୧ ۱ܘ்۱ܘ)܍ܠ +܍ܠ்۾ഥ۵ഥ ௔݂(௦) + ۵ഥ୘ ௔݂(௦)୘۾ഥ܍ܠ െ ߛ୮୫୧ ௔݂(௦)் ௔݂(௦) < 0 













(௦)൨ < 0 











۱ܘ 0 െߛ୮୫୧൪ ൤ ܍ܠ௔݂(௦)൨ < 0 (.18) 





۱ܘ 0 െߛ୮୫୧൪ < 0 (.1) 
dengan ߮ = ۯഥ௜୘۾ഥ + ۾ഥۯഥ௜ െ ۶ഥ௜۱ത െ (۶ഥ௜۱ത)் dan  ۺҧ ௜ = ۾ഥିଵ۶ഥ௜ .  
$gar pole observer dapat diletakkan sesuai dengan desain yang 
diinginkan, maka harus menyertakan constraint LM, region. Dengan 
memilih daerah yang akan menjadi letak pole observer yaitu irisan 
antara setengah bidang dan kerucut sesuai dengan teori pada (2.5) dan 






۾ഥ + ۾ഥۯഥ௜ െ ۶ഥ௜۱ത െ (۶ഥ௜۱ത)் + 2ߙ۾ഥ < 0 (.2) 
 ൤
sinߠ(ݖ + ݖҧ) cosߠ(ݖ െ ݖҧ)cosߠ(ݖ െ ݖҧ) sinߠ(ݖ + ݖҧ)൨ < 0 (.21) 
dengan ݖ = ۾ഥۯഥ௜ െ ۶ഥ௜۱ത dan ݖҧ = ۯഥ௜୘۾ഥ െ (۶ഥ௜۱ത)் . 
Dengan memilih nilai parameter-parameter yang akan dirancang 















serta   
ߙ = 2 dan ߠ = 0,685 radian. 
2leh karena itu dengan menyelesaikan pertidaksamaan pada (.2)- 
(.1) dengan LM,, diperoleh nilai observer gain dan level pelemahan 


































ߛ୮୫୧ = 0.135 
5 
 
. StruNtur Sistem KontroO StabiOisasi Gan PURSRUWLRQDO MXOWLSOH 
IQWHJUDO OEVHUYHU 
Dalam kondisi nominal, sistem kontrol yang digunakan adalah 
kontrol LQR berbasis fuzzy T-S. Struktur dan diagram sistem kontrolnya 
dapat dilihat pada *ambar .2 dan *ambar .. Pada *ambar .2 dapat 
dilihat bahwa struktur kontrol LQR terdiri dari dua blok yaitu blok Plant 
dan blok 1ominal Controller.  
Pada blok 1ominal Controller berisikan nilai state feedback gain 
yang digunakan untuk stabilisasi sistem pendulum kereta. 
 
Gambar . Struktur Sistem Kontrol LQR 
 
Gambar . Diagram Sistem Kontrol LQR 
Pada saat terjadi kesalahan aktuator, maka dibutuhkan 
Proportional Multiple Integral Observer yang mampu mengestimasi 
state dan kesalahan secara simultan. Struktur dan diagram observer 




Gambar . Struktur Sistem Kontrol dengan Proportional Multiple Integral 
Observer 
 




. Perancangan SimuOasi Sistem PenGuOum Kereta 
Simulasi sistem pendulum kereta dapat dilihat pada *ambar .. 
Padaa blok Plant Pendulum berisikan model matematika dari sistem 
pendulum kereta yang terdiri dari hubungan antara sinyal kontrol dan 
keempat state sistem. Pada blok 6tate Feedback *ain (K) berisikan nilai 
blok state feedback gain berbasis fuzzy Takagi-Sugeno. 1ilai gain 
tersebut sudah diberi bobot sesuai dengan aturan titik kerja. %lok 
tersebut merupakan blok yang menghubungkan antara nilai keempat 
state dengan nilai sinyal kontrol nominal. 
Pada blok Observer terdiri dari masukan berupa sinyal kontrol 
dan keluaran sistem, sedangkan keluaran dari blok tersebut adalah 
estimasi kesalahan aktuator.  Pada blok Observer berisikan nilai blok 
augmented system berbasis fuzzy Takagi-Sugeno. 
%lok Pembobotan terdiri dari masukan berupa state posisi sudut 
pendulum dan keluaran berupa vektor pembobot sesuai dengan aturan 
titik kerja. %lok Sinyal Kesalahan $ktuator berisikan sinyal step dan 
ramp yang digunakan sebagai sinyal kesalahan aditif pada sinyal kontrol 
nominal. 
 
Gambar . Diagram Simulink untuk Simulasi Sistem Pendulum  
Kereta 
Di dalam blok subsistem Observer dapat dilihat pada *ambar .7 




Gambar . Diagram Simulink untuk Observer 
 
Gambar . Diagram Simulink untuk 6tate Feedback *ain Controller 
. Perancangan ImpOementasi Sistem PenGuOum Kereta 
$lgoritma kontrol yang telah dirancang dan diuji atau 
disimulasikan dengan 6imulink M$TL$% dapat diimplementasikan 
dengan membutuhkan beberapa peralatan (KardZare) dan softZare. 
6oftZare yang dibutuhkan adalah Real Time :orksKop-Real Time 
:indoZs yang telah tersedia di dalam M$TL$%, sedangkan peralatan 
(KardZare) yang dibutuhkan adalah modul input-output yang 
menghubungkan antara komputer dengan plant Pendulum Cart 6ystem 
dan komputer sebagai kontroler yang dihubungkan secara interface  
 
 
dengan Pendulum Cart 6ystem melalui modul PeripKeral Component 
Interconnect 1771 (PC, 1771) dan konektor 6mall Computer 6ystem 
Interface (SCS,). Komputer yang digunakan adalah Industrial Personal 
Computer. Diagram 6imulink untuk implementasi dapat dilihat pada 
*ambar .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 BAB  
HASIL PENGU-IAN DAN ANALISIS 
Pada %ab ini dilakukan pengujian dan analisis hasil simulasi dan 
implementasi sistem kontrol pada sistem pendulum kereta seperti yang 
telah dijelaskan pada %ab ,,,. Tahap simulasi dilakukan dengan 
menggunakan 6imulink pada M$TL$%. Tahap implementasi akan 
diterapkan pada plant nyata, ³Digital Pendulum MecKanical 8nit -
´ dari Feedback Instruments Ltd. Pada pembahasan simulasi dan 
implementasi akan ditampilkan kondisi nominal (fault free case) dan 
kondisi dengan kesalahan pada aktuator (faulty case). 
. HasiO SimuOasi 
Tahap simulasi dilakukan dengan dua kondisi yaitu fault free 
case dan kondisi faulty case. Pada kondisi fault free case, tidak terdapat 
kesalahan pada aktuator. Sedangkan pada kondisi faulty case, terdapat  
kesalahan pada aktuator. Kesalahan tersebut bersifat aditif, atau jenis 
kesalahan tersebut dinamakan bias yang berupa sinyal step dan ramp, 
seperti yang dijelaskan pada Subbab 2.2. 
.. HasiO SimuOasi )DXOW )UHH &DVH 
Pada tahap simulasi kondisi fault free case, akan diujikan dengan 
beberapa kombinasi matriks ۿ dan ܀ untuk menghasilkan respon sistem 
yang paling baik dari segi maksimum oversKoot, maksimum undersKoot, 
dan settling time. 
Pengujian yang kedua adalah dengan memberikan berbagai 
kondisi awal state posisi pendulum untuk mengetahui respon sistem. 
Untuk pengujian terakhir yaitu memberikan kondisi awal pada state 
kecepatan pendulum disamping juga memberikan kondisi awal posisi 
pendulum Hal tersebut dilakukan karena pada saat implementasi 
nantinya, batang pendulum diayunkan secara manual dengan tangan 
(Kand-stand) sehingga mengakibatkan adanya kecepatan awal 
pendulum. 
Pada perancangan kontroler LQR berbasis fuzzy T-S sangat 
dipengaruhi pada pemilihan kombinasi matriks ۿ dan ܀ sesuai dengan 
indeks performa pada (2.). 2leh karena itu dibutuhkan pemilihan 
kombinasi yang tepat agar respon sistem dapat memenuhi spesifikasi 
desain yang diinginkan. 
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Pemilihan kombinasi matriks ۿ dan ܀ dilakukan secara trial and 
error dan pada pembahasan ini akan ditampilkan tiga kombinasi yang 
akan dibandingkan hasil respon sistemnya. Respon posisi kereta, posisi 
pendulum, dan sinyal kontrol dari ketiga kombinasi matriks ۿ dan ܀ 
tersebut akan dibandingkan dan dipilih yang sesuai dengan spesifikasi 
yang diinginkan. 
Ketiga kombinasi matriks ۿ dan ܀ dapat dilihat pada Tabel .1 
dan state feedback gain controller dari ketiga kombinasi matriks ۿ dan 
܀ tersebut dapat dilihat pada Tabel .2. 
TabeO . Kombinasi Matriks ۿ dan ܀ 
Kombinasi ke- Matriks ۿ Matriks ܀
1 ൦
5000 0 0 00 1000 0 00 0 500 00 0 0 500൪ [0,5] 
2 ൦
5000 0 0 00 500 0 00 0 100 00 0 0 100൪ [0,5] 
 ൦
1000 0 0 00 500 0 00 0 500 00 0 0 500൪ [0,5] 
Dari ketiga kombinasi matriks ۿ dan ܀ tersebut kemudian 
diperoleh nilai state feedback gain controller. Dari tiap-tiap kombinasi 
matriks ۿ dan ܀  akan didapatkan respon posisi kereta, posisi pendulum, 
dan sinyal kontrol yang akan dibandingkan nilai dari maksimum 
undersKoot, maksimum oversKoot, dan settling time dari tiap-tiap 
respon. 
Maksimum oversKoot adalah nilai simpangan terbesar dari 
respon yang bernilai positif terhadap nilai steady state. Maksimum 
undersKoot adalah nilai simpangan terbesar dari respon yang bernilai 
negatif terhadap nilai steady state. 6ettling time adalah waktu saat nilai 
respon mendekati nilai referensi (nilai referensi untuk kasus stabilisasi 
52 
 
adalah ) dengan nilai error  ,1 untuk respon posisi kereta dan 
posisi pendulum dan nilai error  ,1 untuk respon sinyal kontrol. 
TabeO . 6tate Feedback *ain Controller dari beberapa Kombinasi Matriks ۿ 
dan ܀ 
Kombinasi ke- 6tate Feedback *ain Controller (۹ 
1 
۹૚ = [െ100 395,95 െ93,98 107,43] 
۹૛ = [െ100 399,48 െ94,41 109,37] 
2 
۹૚ = [െ100 292,01 െ76,89 77,04] 
۹૛ = [െ100 295,31 െ77,36 78,70] 
 
۹૚ = [െ44,72 298,43 െ60,11 83,63] 
۹૛ = [െ44,72 300,56 60,29 84,93]
*ambar .1 merupakan respon dari posisi pendulum dengan 
berbagai kombinasi matriks ۿ dan ܀ pada kondisi awal state berada di 
ܠ = [0 0,2 0 0]. 1ilai maksimum undersKoot, maksimum 
oversKoot, dan settling time dari ketiga respon pada *ambar .1 dapat 
dilihat pada Tabel .. 
 




Dari Tabel . dapat dilihat bahwa maksimum oversKoot dan  
maksimum undersKoot yang paling kecil diantara ketiga respon posisi 
pendulum adalah respon pada percobaan kombinasi ketiga yaitu sebesar 
,11 rad dan ,7 rad. 1ilai tersebut lebih kecil dari maksimum 
oversKoot dan maksimum undersKoot respon pada percobaan kombinasi 
pertama yaitu berturut-turut sebesar ,15 rad dan ,72 rad, serta 
respon pada kombinasi kedua berturut-turut sebesar ,272 rad dan 
,18 rad. 
$kan tetapi respon pada percobaan kombinasi ketiga mempunyai 
nilai settling time yang lebih besar dari yang lainnya yaitu sebesar ,81 
detik. Respon yang memiliki nilai settling time paling kecil adalah 
respon pada percobaan kombinasi kedua yaitu sebesar 2,7 detik. 
Sedangkan respon dengan percobaan kombinasi pertama memiliki nilai 
settling time sebesar 2,858 detik. 
TabeO . Perbandingan Spesifikasi Transien Respon Posisi Pendulum dengan 
%erbagai  Kombinasi Matriks ۿ dan ܀ 







1 ,15 ,72 2,858 
2 ,272 ,18 2,7 
 ,11 ,7 ,81 
*ambar .2 merupakan respon posisi kereta dengan berbagai 
kombinasi matriks ۿ dan ܀ pada kondisi awal state berada pada ܠ =[0 0,2 0 0]. Dari Tabel . dapat dilihat bahwa nilai maksimum 
undersKoot yang paling kecil adalah respon pada percobaan kombinasi 
pertama yaitu sebesar ,25 meter. 1ilai tersebut lebih kecil 
dibandingkan dengan percobaan kombinasi yang kedua yaitu sebesar  
,2 meter. Sedangkan nilai maksimum undersKoot yang paling besar 
adalah pada respon pada percobaan kombinasi yang ketiga yaitu sebesar 
,2 meter. 
1ilai settling time dari ketiga respon tersebut yang paling kecil 
adalah respon pada percobaan kombinasi kedua yaitu sebesar 1,78 
detik dibandingkan dengan respon pada percobaan kombinasi pertama 




Gambar . Respon Posisi Kereta dengan %erbagai Kombinasi Matriks ۿ  
dan ܀ 
TabeO . Perbandingan Spesifikasi Transien Respon Posisi Kereta dengan 
%erbagai Kombinasi Matriks ۿ dan ܀ 





1 ,25 2, 
2 ,2 1,78 
 ,2 ,87 
Respon sinyal kontrol dengan berbagai kombinasi matriks ۿ dan 
܀ pada kondisi awal state berada pada ܠ = [0 0,2 0 0] dapat 
dilihat pada *ambar .. Tabel .5 menunjukkan perbandingan nilai 
maksimum undersKoot, maksimum oversKoot, dan settling time dari 
ketiga respon. 1ilai maksimum oversKoot yang paling kecil adalah 
respon pada percobaan kombinasi ketiga yaitu sebesar 2, 1ewton. 
Respon pada percobaan kombinasi kedua mempunyai nilai maksimum 
undersKoot paling kecil dibandingkan dengan respon yang lain yaitu 
sebsesar 58,8 1ewton. 
Respon pada percobaan kombinasi kedua juga memiliki settling 
time yang paling kecil yaitu 2,7 detik dibandingkan dengan respon 
pada percobaan kombinasi pertama dan ketiga yang berturut-turut 




Gambar . Sinyal Kontrol dengan %erbagai Kombinasi Matriks ۿ dan ܀ 
TabeO .  Perbandingan Spesifikasi Transien Sinyal Kontrol dengan %erbagai 
Kombinasi Matriks ۿ dan ܀ 







1 , 7, 2,72 
2 8,88 58,8 2,7
 2, 5,7 ,1 
%erdasarkan pada Tabel .-5, maka dipilih kombinasi matriks ۿ 
dan ܀ yang pertama yaitu sesuai dengan pembahasan di subbab .2. 
Pemilihan tersebut dengan pertimbangan nilai maksimum oversKoot dan 
maksimum undersKoot yang tidak terlalu besar akan tetapi juga settling 
time yang tidak terlalu lama. Dibandingkan dengan percobaan 
kombinasi matriks yang kedua memiliki nilai settling time paling kecil 
pada respon posisi pendulum, tetapi memiliki oversKoot dan undersKoot 
yang sangat besar. Sedangkan pada percobaan kombinasi matriks yang 
ketiga memiliki oversKoot dan undersKoot yang paling kecil, akan tetapi 
settling time yang terlalu besar. 
Respon sistem pendulum kereta juga dipengaruhi oleh kondisi 
awal dari state. -ika pada pembahasan sebelumnya dipilih nilai kondisi 
awal state pada posisi pendulum ,2 rad, maka pada pembahasan ini 
akan diuji dengan kondisi awal posisi pendulum yang bervariasi. 9ariasi 
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nilai kondisi awal posisi pendulum yaitu ,15 rad ,2 rad ,25 rad dan 
, rad.  
Dengan memilih kombinasi matriks ۿ dan ܀ yang pertama yaitu 
sesuai dengan pembahasan di subbab .2, maka diperoleh respon posisi 
pendulum, posisi kereta, dan sinyal kontrol dengan berbagai kondisi 
awal seperti pada *ambar .-.  
 
Gambar . Respon Posisi Pendulum dengan %erbagai Kondisi $wal 
TabeO . Perbandingan Spesifikasi Transien Respon Posisi Pendulum dengan 
%erbagai Kondisi $wal 









,15 ,1 ,578 2,57 
,2 ,15 ,787 2,82 
,25 ,2 ,12 2,51 
, ,2 ,1272 ,51 
Pada Tabel . dapat dilihat bahwa nilai maksimum oversKoot 
dan maksimum undersKoot yang paling kecil adalah respon dengan 
kondisi awal ,15 rad yaitu sebesar ,1 rad dan ,578 rad. -ika 
kondisi awal posisi semakin besar, maka nilai maksimum oversKoot dan 
maksimum undersKoot juga akan semakin besar. Sampai pada kondisi 
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awal posisi pendulum di , rad memiliki nilai maksimum oversKoot 
dan maksimum undersKoot yang paling besar yaitu ,2 rad dan 
,1272 rad. 
%egitu juga dengan settling time, respon yang memiliki nilai 
settling time paling kecil adalah 2,57 detik saat kondisi awal ,15 rad. 
Sedangkan respon yang memiliki settling time paling besar adalah ,51 
detik saat kondisi awal , rad.  
*ambar .5 merupakan respon posisi kereta dengan berbagai 
kondisi awal posisi pendulum yang diberikan. Perbandingan respon 
dapat dilihat pada Tabel .7. 1ilai maksimum undersKoot terkecil adalah 
,1775 meter saat kondisi awal ,15 rad, dan yang terbesar adalah 
,78 meter saat kondisi awal , rad. 
 
Gambar . Respon Posisi Kereta dengan %erbagai Kondisi $wal 
TabeO . Perbandingan Spesifikasi Transien Respon Posisi Kereta dengan 
%erbagai Kondisi $wal 
Kondisi $wal 





,15 ,1775 2,7 
,2 ,2 2,75 
,25 ,7 2,525 
, ,78 2,8 
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Perbandingan spesifikasi transien sinyal kontrol dengan berbagai 
kondisi awal posisi pendulum dapat dilihat pada Tabel .8. 1ilai 
maksimum oversKoot dan maksimum undersKoot yang paling kecil 
adalah sebesar , 1ewton dan 5,7 1ewton saat kondisi awal ,15 
rad. Sedangkan saat kondisi awal , rad nilai maksimum oversKoot dan 
maksimum undersKoot merupakan yang paling besar yaitu 7,88 
1ewton dan 11,8 1ewton. Pada saat kondisi awal ,15 rad, respon 
memiliki settling time yang paling kecil yaitu 2,2 detik. Sedangkan 
respon yang memiliki settling time yang paling besar adalah 2,82 detik 
pada saat kondisi awal , rad.  
 
Gambar . Sinyal Kontrol dengan %erbagai Kondisi $wal 











,15 , 5,7 2,2 
,2 ,58 7,7 2,8 
,25 ,22 ,8 2,758 
, 7,88 11,8 2,82 
Dari pengujian berbagai kondisi awal posisi pendulum dapat 
ditarik sebuah analisis. Semakin besar kondisi awal posisi pendulum 
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maka semakin jauh dari posisi referensi 0 rad, yang mengakibatkan 
sinyal kontrol memberikan aksi yang semakin besar agar posisi 
pendulum cepat kembali pada posisi 0 rad. Hal ini juga mengakibatkan 
pada posisi kereta yang menyimpang semakin jauh untuk 
mengembalikan posisi pendulum. 
Pada tahap implementasi, untuk menentukan kondisi awal posisi 
pendulum adalah dengan cara mengayunkan batang pendulum keatas 
secara manual. Hal tersebut akan mengakibatkan adanya kondisi awal 
kecepatan pendulum yang dipengaruhi oleh gaya dorong tangan. 2leh 
karena itu pada pembahasan simulasi ini akan dibandingkan respon 
sistem pendulum kereta antara pemberian nilai kondisi awal pada state 
kecepatan pendulum dengan tanpa diberi nilai kondisi awal. 
 
Gambar . Respon Posisi Pendulum Dengan %eberapa Kondisi $wal 
Kecepatan Pendulum 
Didapatkan respon posisi pendulum dengan berbagai kondisi 
awal kecepatan pendulum seperti pada *ambar .7. Dari Tabel . dapat 
dilihat bahwa untuk kondisi awal kecepatan pendulum  raddetik 
terdapat nilai maksimum oversKoot dan maksimum undersKoot pada 
respon posisi pendulum yang paling besar yaitu ,15 rad dan 
,787 rad. Dengan pemberian kondisi awal kecepatan pendulum yang 
sesuai ternyata dapat mengurangi nilai maksimum oversKoot dan 
maksimum undersKoot Dapat dilihat bahwa pada saat pemberian 
kondisi awal kecepatan pendulum ,25 raddetik ,5 raddetik dan ,75 
raddetik secara berurutan dapat mengurangi nilai oversKoot dan 
undersKoot pada respon posisi pendulum yaitu menjadi ,1 rad dan 
,58 rad (,25 raddetik), ,7 rad dan ,85 rad (,5 
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raddetik), serta tidak terdapat oversKoot danundersKoot saat diberi 
kondisi awal kecepatan pendulum sebesar ,75 raddetik. Selain itu, 
dengan pemberian kondisi awal kecepatan pendulum yang tepat juga 
dapat mempercepat respon posisi posisi pendulum. 
TabeO . Perbandingan Spesifikasi Transien Respon Posisi Pendulum Dengan 
%eberapa Kondisi $wal Kecepatan Pendulum 









 ,15 ,787 2,82
-,25 ,1 ,58 2,757 
-,5 ,7 ,85 2,578 
-,75 - - 1,852 
Respon posisi kereta dengan pemberian kondisi awal kecepatan 
pendulum dapat dilihat pada *ambar .8. Dengan melihat Tabel .1 
dapat dilihat bahwa pemberian kondisi awal kecepatan pendulum juga 
berdampak pada respon posisi kereta.  
 
Gambar . Respon Posisi Kereta Dengan %eberapa Kondisi $wal Kecepatan 
Pendulum 
Sama seperti pada respon posisi pendulum, pada respon posisi 
kereta pemberian kondisi awal kecepatan dapat mengurangi nilai 
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maksimum undersKoot. Terlihat bahwa pada *ambar .8 respon posisi 
kereta tanpa kondisi awal kecepatan pendulum memiliki undersKoot 
yang sangat besar (,2 meter) dan respon yang lama (2,75 detik). 
Sedangkan dengan pemberian kondisi awal kecepatan pendulum yang 
tepat dapat mengurangi undersKoot dan mempercepat respon. 
TabeO . Perbandingan Spesifikasi Transien Respon Posisi Kereta Dengan 








 ,2 2,75 
-,25 ,1 2,88 
-,5 ,85 2,1 
-,75 ,118 2,181 
*ambar . merupakan grafik sinyal kontrol dengan berbagai 
kondisi awal kecepatan pendulum. Pada saat tanpa diberi kondisi awal 
kecepatan pendulum, respon sinyal kontrol mempunyai nilai maksimum 
oversKoot dan maksimum undersKoot yang paling besar yaitu ,58 
1ewton dan 7,7 1ewton.  
 




Dengan pemberian kondisi awal kecepatan pendulum cenderung 
mengurangi oversKoot dan undersKoot pada respon sinyal kontrol serta 
mempercepat respon. Pada kondisi awal kecepatan pendulum -,25 
raddetik, respon sinyal kontrol mempunyai nilai maksimum oversKoot 
dan maksimum undersKoot sebesar ,17 1ewton dan 52,5 1ewton 
serta memiliki settling time 2,18 detik. Sedangkan pada pemberian 
kondisi awal kecepatan pendulum sebesar -,75 raddetik, respon sinyal 
kontrol memiliki oversKoot dan undersKoot yang jauh lebih kecil yaitu 
, 1ewton dan , 1ewton. 
TabeO . Perbandingan Spesifikasi Transien Sinyal Kontrol Dengan %eberapa 










 ,58 7,7 2,8 
-,25 ,17 52,5 2,18 
-,5 1,1 25,27 2,88
-,75 1,57 , 1,1 
.. HasiO SimuOasi )DXOW\ &DVH 
-enis kesalahan aktuator berupa bias merupakan kesalahan yang 
bersifat aditif. Pada simulasi ini dilakukan pengujian dengan sinyal 
kesalahan berupa step dan ramp yang ditambahkan pada sinyal kontrol. 
Sehingga besarnya sinyal kontrol yang masuk ke plant tanpa adanya 
kompensasi dari FTC adalah 
ݑ௙ = ݑ + ݑ௙଴ 
dengan ݑ௙ adalah sinyal kontrol faulty yang masuk ke plant, ݑ adalah 
sinyal kontrol yang merupakan keluaran dari kontroler, dan ݑ௙଴ adalah 
sinyal kesalahan aktuator yang biasanya sering disebut ௔݂. 
Pada pengujian pertama, sinyal kesalahan ௔݂ yang diberikan 
adalah berupa sinyal step dengan magnitudo sebesar 1. *ambar .1 
menunjukkan sinyal kesalahan aktuator beserta estimasinya. Dari 
gambar tersebut, observer dapat mengestimasi sinyal kesalahan dengan 
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tidak adanya error pada steady state $kan tetapi pada kondisi transien, 
estimasi yang dihasilkan terdapat undersKoot sebesar ,8 1ewton dan 
oversKoot sebesar , 1ewton. 
*ambar .11 menunjukkan respon posisi kereta dengan dan 
tanpa kompensasi kesalahan aktuator. Pada respon dengan kompensasi 
dapat menghasilkan sinyal posisi kereta kembali ke  meter, sedangkan 
respon tanpa kompensasi tidak dapat mengembalikan posisi kereta ke 
kondisi  meter, justru mengembalikan ke posisi ,15 meter. 
 
Gambar . Sinyal Kesalahan 6tep dan (stimasinya 
 
Gambar . Respon Posisi Kereta Dengan dan Tanpa Kompensasi untuk 
Sinyal Kesalahan 6tep 
Perbandingan respon posisi pendulum dengan dan tanpa 
kompensasi kesalahan dapat dilihat pada *ambar .12. Kondisi steady 
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state dan settling time dari kedua respon mempunyai nilai yang sama. 
$kan tetapi pada kondisi transien saat ditambahkan kompensasi terdapat 
undersKoot dan oversKoot yang lebih besar yaitu ,81 rad dan ,2 rad 
sedangkan saat tanpa kompensasi mempunyai nilai yaitu ,7 rad dan 
,1 rad.  
 
Gambar . Respon Posisi Pendulum Dengan dan Tanpa Kompensasi untuk 
Sinyal Kesalahan 6tep 
%erdasarkan *ambar .1 dapat dilihat bahwa ܮଶ-gain memiliki 
nilai yang jauh lebih kecil daripada level pelemahan yang sebesar ,15. 
Hal ini dapat disimpulkan bahwa efek dari sinyal kesalahan turunan ke-s 
dapat dilemahkan sesuai dengan perancangan.  
 
Gambar . ܮ2-*ain untuk  Kesalahan %erupa Sinyal 6tep 
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Pada pengujian kedua, sinyal kesalahan ௔݂ pada *ambar .15 
yang diberikan adalah sinyal ramp dengan kemiringan (slope) sebesar 1. 
%erdasarkan *ambar .1 terlihat bahwa estimasi kesalahan dapat 
mengikuti sinyal kesalahan setelah 2,15 detik. 
 
Gambar . Sinyal Kesalahan Ramp dan (stimasinya 
Pada *ambar .15 menunjukkan respon posisi kereta dengan dan 
tanpa kompensasi. Pada kondisi transien kedua respon memiliki 
dinamika yang sama, akan tetapi pada saat memasuki daerah stabil (pada 
detik ke-2,5) respon tanpa kompensasi terlihat tidak bisa 
mengembalikan posisi kereta menuju  meter. 
 
Gambar . Respon Posisi Kereta Dengan dan Tanpa Kompensasi untuk 
Sinyal Kesalahan Ramp 
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Respon tanpa kompensasi terlihat nilainya semakin menurun 
seperti mengikuti garis lurus. Sedangkan pada respon dengan 
kompensasi, posisi kereta pada daerah stabil dapat dikembalikan pada 
posisi  meter. 
 
Gambar . Respon Posisi Pendulum Dengan dan Tanpa Kompensasi untuk 
Sinyal Kesalahan Ramp 
*ambar .1 adalah respon posisi pendulum pada kondisi dengan 
dan tanpa kompensasi. -ika diperhatikan tidak terdapat perbedaan baik 
dari nilai oversKoot, undersKoot, maupun nilai settling time nya. 
 
Gambar . ܮଶ-*ain untuk Kesalahan %erupa Sinyal Ramp 
%erdasarkan *mbar .17 dapat dilihat bahwa ܮଶ-gain memiliki 
nilai yang jauh lebih kecil daripada level pelemahan yang sebesar ,15. 
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Hal ini dapat disimpulkan bahwa efek dari sinyal kesalahan turunan ke-s 
dapat dilemahkan sesuai dengan perancangan. 
. HasiO ImpOementasi 
Pada tahap implementasi, batang pendulum diangkat manual 
dengan tangan (Kand-stand) kemudian baru sistem kontrol berjalan. 
Seperti pada tahap simulasi, tahap implementasi ini akan diuji pada 
kondisi fault free case dan faulty case. 
.. HasiO ImpOementasi )DXOW )UHH &DVH 
Pada fault free case, sistem pendulum kereta akan diuji dengan 
beberapa nilai kondisi awal posisi pendulum. Dua kondisi awal yang 
diberikan adalah ,2 radian dan , radian. Pada saat mengangkat batang 
pendulum ke atas menggunakan tangan secara manual (Kand-stand), 
sehingga mempengaruhi adanya kecepatan awal pendulum yaitu sekitar 
-,2 radiandetik. 
 
Gambar . Respon Posisi Kereta saat ,mplementasi Fault Free Case 
TabeO . Perbandingan Spesifikasi Transien Respon Posisi Kereta saat 








,2 ,1 , 12, 
, , ,7 1,78 
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Perbandingan nilai undersKoot, settling time, dan steady state 
error dari respon posisi kereta dengan kondisi awal posisi pendulum 
sebesar ,2 radian dan , radian dapat dilihat pada Tabel .12. 
Pada Tabel .12, nilai undersKoot dan oversKoot dari respon 
posisi kereta adalah sebesar ,1 meter dan , meter saat posisi 
awal pendulum ,2 radian serta , meter dan ,7 meter. Hal 
tersebut diakibatkan semakin besar posisi awal pendulum, maka 
semakin besar pula oversKoot dan undersKoot dari posisi kereta karena 
dibutuhkan sinyal kontrol diawal yang semakin besar. 
 
Gambar . Respon Posisi Pendulum saat ,mplementasi Fault Free Case 
Perbandingan nilai undersKoot dan settling time respon posisi 
pendulum *ambar .1 dapat dilihat pada Tabel .1. Pada posisi awal 
pendulum sebesar ,2 radian, nilai undersKoot dan settling time berturut-
turut sebesar ,5 radian dan 8, detik. Sedangkan pada saat posisi 
awal pendulum , radian mempunyai nilai undersKoot dan settling time 
berturut-turut  sebesar ,8 radian dan ,2 detik. 
TabeO . Perbandingan Spesifikasi Transien Respon Posisi Pendulum saat 
,mplementasi Fault Free Case 
Kondisi $wal ݔଶ 
(rad) 
8ndersKoot (rad) 6ettling Time (det) 
,2 ,5 8, 
, ,8 ,2 
*ambar .2 adalah grafik sinyal kontrol saat posisi awal 
pendulum sebesar ,2 radian dan , radian. Semakin besar posisi awal 
 
 
pendulum mengakibatkan sinyal kontrol yang semakin besar. hal ini 
dikarenakan untuk mengembalikan posisi pendulum ke  radian 
membutuhkan sinyal kontrol yang lebih besar untuk posisi pendulum 
semakin besar. Pada kondisi awal posisi sudut pendulum ,2 radian 
terdapat undersKoot sinyal kontrol sebesar 7,2 1ewton, sedangkan 
pada posisi awal pendulum di , radian terdapat undersKoot sebesar 
5,81 1ewton. 
 
Gambar . *rafik Sinyal Kontrol saat ,mplementasi Fault Free Case 
Kemudian pada pengujian selanjutnya akan dibandingkan apabila 
saat tidak terdapat kesalahan namun terdapat kompensasi dari FTC dan 
tanpa kompensasi FTC. 
 
Gambar . Tanpa Kesalahan dan (stimasinya 
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Pada *ambar .21 dapat dilihat bahwa saat tidak terdapat 
kesalahan, atau dapat dikatakan terdapat kesalahan sebesar , maka FTC 
dapat mengestimasi kesalahan tersebut dengan ripple sebesar ,1. 
 
Gambar . Respon Posisi Kereta saat ,mplementasi Kondisi Fault Free Case 
Dengan dan Tanpa Kompensasi FTC 
*ambar .22 menunjukkan perbandingan respon posisi kereta 
saat tidak dikompensasi FTC dan dengan dikompensasi FTC. Tabel .1 
menunjukkan perbandingan spesifikasi respon posisi kereta. Pada saat 
diberikan kompensasi pada detik ke-15, terlihat bahwa tidak terdapat 
perbedaan pada kondisi steady state. Hal ini dikarenakan estimasi dari 
observer sudah menyerupai kesalahan yang diberikan (pada kasus ini 
kesalahannya adalah , atau tanpa kesalahan). 
TabeO . Spesifikasi Respon Posisi Kereta Tanpa Kesalahan saat Tanpa dan 
Dengan Diberi Kompensasi FTC 
Kondisi 8ndersKoot (rad) 6ettling Time (det) 













Gambar . Respon Posisi Pendulum saat ,mplementasi Kondisi Fault Free 
Case Dengan dan Tanpa Kompensasi FTC 
*ambar .2 merupakan respon posisi pendulum saat tidak 
terdapat kesalahan dengan dan tanpa kompensasi dari FTC. Pada kondisi 
steady state tidak terdapat perbedaan, sedangkan pada kondisi transien 
terdapat perbedaan sebesar . rad. Hal ini diakibatkan perbedaan 
kecepatan awal yang diberikan (karena pengaruh Kand-stand). 
Sedangkan sinyal kontrolnya dapat dilihat pada *ambar .2.  
 
Gambar . Sinyal Kontrol saat ,mplementasi Kondisi Fault Free Case 
Dengan dan Tanpa Kompensasi FTC 
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.. HasiO ImpOementasi )DXOW\ &DVH 
Pada implementasi saat faulty case, sinyal kesalahan yang 
diberikan adalah sinyal step dan ramp. Pada pengujian pertama, sinyal 
step dengan magnitudo sebesar 1 yang dimulai pada detik ke-15..  
 
Gambar . Sinyal Kesalahan 6tep saat ,mplementasi 
*ambar .25 adalah grafik sinyal kesalahan dan estimasinya. 
(stimasi kesalahan dapat mengikuti sinyal kesalahan setelah , detik 
,2 detik dan ,2 detik berturut-turut pada percobaan 1, 2, dan  
dengan ripple sebesar ,1 pada setiap percobaan. 
 
Gambar . Respon Posisi Kereta dengan Kesalahan 6tep saat ,mplementasi 
*ambar .2 adalah respon posisi kereta dengan kesalahan step 
saat implenetasi tanpa adanya FTC dan dengan adanya FTC. Tabel .15 
menunjukkan bahwa pada saat tanpa adanya skenario kontrol FTC, 
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posisi kereta tidak dapat kembali ke posisi  meter yaitu terdapat steady 
state error sebesar .2 meter. Hal ini berbeda jika dibandingkan 
dengan adanya FTC, steady state error hanya sebesar berturut-turut 
, meter ,8 meter dan ,1 meter pada percobaan 1, 2, dan . 









Tanpa FTC  , ,2 2,5 
Dengan FTC 
(Percobaan 1) 
,8 , 22,1 
Dengan FTC 
(Percobaan 2) 
- ,8 2,5 
Dengan FTC 
(Percobaan ) 
- ,1 22,7 
 
Gambar . Respon Posisi Pendulum ,mplementasi dengan Kesalahan 6tep  
Sedangkan pada *ambar .27 adalah respon posisi pendulum 
dengan dan tanpa adanya skenario FTC. Tidak terdapat perbedaan yang 
signifikan. Hanya pada saat kondisi transien menuju steady state 
terdapat perbedaan sebesar .2 radian. Pada saat terjadi kesalahan 
(detik ke-15) posisi pendulum tetap berada di posisi  radian. 
Pengujian yang kedua adalah kesalahan dengan sinyal ramp. 
Sinyal ramp yang diberikan mempunyai slope sebesar 1 dan dimulai 
7
 
pada detik ke-15. *ambar .28 adalah grafik sinyal kesalahan dan 
estimasinya. Terlihat bahwa pada ketiga percobaan dengan FTC dapat 
mengestimasi kesalahan tersebut. 
 
Gambar . Sinyal Kesalahan Ramp saat ,mplementasi 
*ambar .2 adalah perbandingan respon posisi kereta dengan 
adanya kesalahan berupa sinyal ramp. Pada saat tanpa adanya FTC, 
posisi kereta semakin menjauh dari posisi  dengan perubahan steady 
state error sebesar ,. Sedangkan pada saat diberi kompensasi 
dengan FTC perubahan steady state error hanya sebesar berturut-turut 
,8 ,7 dan ,5. 
 
Gambar . Respon Posisi Kereta dengan Kesalahan Ramp saat ,mplementasi 
Respon posisi pendulum dapat dilihat pada *ambar .. Sama 
seperti pada respon posisi pendulum saat terjadi kesalahan step, disini 
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pada saat terjadi kesalahan ramp juga tidak terdapat perbedaan. Pada 
saat terjadi kesalahan (detik ke-15) posisi pendulum tetap berada pada 
posisi  radian. 
 
 
Gambar . Respon Posisi Pendulum ,mplementasi dengan Kesalahan Ramp 
Dengan adanya pengujian kesalahan yang terjadi pada aktuator 
berupa sinyal step dan sinyal ramp, akibat yang ditimbulkan 
mempengaruhi performa dari respon posisi kereta. Hal ini dikarenakan 
sinyal kontrol adalah sinyal yang menggerakkan kereta dengan arah 
horizontal. Hal ini mengakibatkan jika terjadi kesalahan aktuator maka 
terjadi penurunan performa dari respon posisi kereta. Pada implementasi 
ini dengan adanya skenario kontrol FTC memang tidak dapat secara 
sempurna mengkompensasi dampak kesalahan yang terjadi. Dengan 
adanya FTC ini dapat mengurangi dampak penurunan performa pada 









%ab ini berisi kesimpulan atas hasil pengujian yang telah 
dilakukan baik dari simulasi maupun implementasi dan saran untuk 
penelitian selanjutnya. 
. KesimpuOan 
Dari hasil pengujian sistem kontrol yang telah dirancang pada 
simulasi, dapat diambil beberapa kesimpulan yaitu 
x Pada kondisi nominal, sistem kontrol LQR berbasis fuzzy T-S 
dengan PDC mampu melakukan stabilisasi pendulum pada posisi 
terbalik dan mempertahankan kereta pada titik tengah rel. 
x Saat terdapat kesalahan aktuator berupa sinyal step dan ramp, 
observer mampu mengestimasi sinyal kesalahan tersebut.  
x Pada saat kondisi terdapat kesalahan aktuator, hasil simulasi dengan 
kesalahan step maupun ramp menunjukkan bahwa adanya FTC 
dapat mengembalikan performa respoon posisi kereta sesuai kondisi 
nominal. Respon posisi kereta saat tidak terdapat FTC tidak dapat 
mengembalikan posisi kereta ke posisi  meter. Sedangkan pada 
saat terdapat FTC, posisi kereta dapat kembali ke  meter. 
x Pada implementasi, adanya FTC dapat mengurangi efek penurunan 
performa respon posisi kereta yaitu mengurangi steady state error 
sebesar hingga 81,25% untuk kesalahan berupa sinyal step dan 
mengurangi penurunan terhadap waktu dari steady state error 
sebesar 87,5% untuk kesalahan berupa sinyal ramp. 
. Saran 
Saran untuk penelitian selanjutnya adalah model gaya gesek 















































 LAMPIRAN A 
A.  Penurunan MoGeO MatematiNa Sistem PenGuOum Kereta 
Model matematika sistem pendulum kereta dapat diturunkan 
menggunakan rumus fisika yaitu tentang Hukum 1ewton. *aya-gaya 
yang bekerja pada sistem pendulum kereta adalah gaya pada gerak 
translasi dan gaya pada gerak rotasi.  
A.. Penurunan DinamiNa SWDWH Sistem PenGuOum Kereta 
Persamaan gerak translasi pada bidang horizontal adalah 
 ෍ܨ௫ = ݉ܽ௫ ($.1) 
Pada *ambar 2. (a) menunjukkan bahwa gaya translasi yang bekerja 
pada sistem pendulum kereta pada bidang horizontal adalah gaya dorong 
atau sinyal kontrol ݑ dan gaya gesek ௖ܶ. *aya dorong ݑ memiliki arah 
yang searah dengan gerak benda, sedangkan gaya gesek ௖ܶ memiliki 
arah yang berlawanan dengan arah gerak benda. Sehingga tanda atau 
notasi pada ݑ adalah positif, sedangkan ௖ܶ adalah negatif. 1ilai dari ݉ 
adalah massa total yang berpengaruh pada sistem gaya translasi tersebut, 
sehingga ݉ adalah jumlah antara massa pendulum ݉௣ ditambahkan 
dengan massa kereta ݉௖. Sedangkan ܽ௫ adalah percepatan pada bidang 
horizontal akibat adanya gaya translasi yang bekerja pada bidang 
tersebut. 1ilai ܽ௫ dapat ditentukan dengan ($.2). 
 ܽ௫ = (ݔଵ െ ݈ sin ݔଶ)ᇱᇱ ($.2) 
Dari ($.1) dan ($.2) dapat dijabarkan menjadi 
ݑ െ ௖ܶ = ൫݉௖ + ݉௣൯(ݔଵ െ ݈ sin ݔଶ)ᇱᇱ 
ݑ െ ௖ܶ = ൫݉௖ + ݉௣൯(ݔଵᇱ െ ݔଶᇱ݈ cos ݔଶ)ᇱ 
 ݑ െ ௖ܶ = ൫݉௖ + ݉௣൯(ݔଵᇱᇱ െ ݔଶᇱᇱ݈ cos ݔଶ + (ݔଶᇱ)ଶ݈ sin ݔଶ) ($.) 
Persamaan gerak translasi pada bidang vertikal adalah 
 ෍ܨ௬ = ݉ܽ௬  ($.) 
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Pada *ambar 2. (b) menunjukkan bahwa gaya translasi pada bidang 
vertikal yang bekerja pada sistem pendulum kereta adalah gaya normal 
ܸ dan gaya berat. *aya berat memiliki nilai ൫݉௖ + ݉௣൯݃, sedangkan 
nilai ܽ௬ ditentukan oleh ($.5). 
ܽ௬ = (݈ cos ݔଶ)ᇱᇱ ($.5)
Dengan menjabarkan ($.) dan ($.5) maka didapatkan 
ܸ െ ൫݉௖ + ݉௣൯݃ = ൫݉௖ + ݉௣൯(݈ cos ݔଶ)ᇱᇱ 
ܸ = ൫݉௖ + ݉௣൯݃ + ൫݉௖ + ݉௣൯(െ݈ݔଶᇱ sin ݔଶ)ᇱ 
ܸ = ൫݉௖ + ݉௣൯݃ + ൫݉௖ + ݉௣൯(െ݈ݔଶᇱᇱ sin ݔଶ െ ݈(ݔଶᇱ)ଶ cos ݔଶ) 
 ܸ = ൫݉௖ + ݉௣൯(݃ െ ݈ݔଶᇱᇱ sin ݔଶ െ ݈(ݔଶᇱ)ଶ cos ݔଶ) ($.) 
Persamaan gerak rotasi adalah 
 ෍߬ = ܬߙ   ($.7) 
*ambar 2. (c) menunjukkan gaya-gaya yang bekerja secara 
keseluruhan pada gerak rotasi. ܦ௣ adalah momen gesek akibat 
pergerakan rotasi batang pendulum yang besarnya sebanding dengan 
kecepatan sudut pendulum. Sehingga ܦ௣ dapat dinyatakan sebagai ܦ௣ =
௣݂ݔସ.  ܬ adalah momen inersia dari batang pendulum. (ݑ െ ௖ܶ)݈ cos ݔଶ + ܸ݈ sin ݔଶ െ ܦ௣ = ܬݔଶᇱᇱ
 (ݑ െ ௖ܶ)݈ cos ݔଶ + ܸ݈ sin ݔଶ െ ௣݂ݔସ = ܬݔଶᇱᇱ ($.8) 
Setelah mendapatkan hubungan gaya-gaya yang bekerja pada sistem 
pendulum kereta, kemudian dapat dicari dinamika dari state ݔସ dengan 
melakukan subsitusi ($.) ke ($.8). 
 
ܬݔଶ
ᇱᇱ = (ݑ െ ௖ܶ)݈ cos ݔଶ െ ௣݂ݔସ +൫݉௖ + ݉௣൯(݃ െ ݈ݔଶᇱᇱ sin ݔଶ െ ݈(ݔଶᇱ)ଶ cos ݔଶ)݈ sin ݔଶ ($.) 
ܬݔସ
ᇱ = (ݑ െ ௖ܶ)݈ cos ݔଶ െ ௣݂ݔସ + ൫݉௖ + ݉௣൯݈ (݃ sin ݔଶ െ ݈ݔସᇱ sinଶ ݔଶ െ ݈(ݔଶᇱ)ଶ cos ݔଶ sin ݔଶ) 
ܬݔସ
ᇱ = (ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ  sin ݔଶ)݈ cos ݔଶ + ߤ݃ sin ݔଶ 
െߤ݈ݔସ




ᇱ (ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ) = (ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ  sin ݔଶ)݈ cos ݔଶ +ߤ݃ sin ݔଶ െ  ௣݂ݔସ 
 ݔସ
ᇱ = (ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ  sin ݔଶ)݈ cos ݔଶ + ߤ݃ sin ݔଶ െ ௣݂ݔସ
ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ  ($.1) 
dengan µ   (mc  mp)l 
Dinamika dari state ݔଷ dapat diturunkan dari ($.) seperti 
persamaan dibawah ini 
ݑ െ ௖ܶ = ൫݉௖ + ݉௣൯(ݔଷᇱ െ ݔସᇱ݈ cos ݔଶ + (ݔସ)ଶ݈ sin ݔଶ) 
 ൫݉௖ + ݉௣൯ݔଷᇱ = ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ sin ݔଶ + ߤݔସᇱ cos ݔଶ ($.11) 
Kemudian dilakukan substitusi ($.1) ke ($.11) dan mendefinisikan 
nilai a  l2  -(mc  mp), sehingga 
൫݉௖ + ݉௣൯ݔଷᇱ = ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ sin ݔଶ  + ߤ݈ cosଶ ݔଶ (ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ  sin ݔଶ)
ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ + ߤ cos ݔଶ ൫ߤ݃ sin ݔଶ െ ௣݂ݔସ൯
ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ
൫݉௖ + ݉௣൯ݔଷᇱ = (ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ)(ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ  sin ݔଶ)ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ   + ߤ݈ cosଶ ݔଶ (ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ  sin ݔଶ)
ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ   + ߤ cos ݔଶ ൫ߤ݃ sin ݔଶ െ ௣݂ݔସ൯
ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ
൫݉௖ + ݉௣൯ݔଷᇱ = (ܬ + ߤ݈)(ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ  sin ݔଶ)ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ + ߤ cos ݔଶ ൫ߤ݃ sin ݔଶ െ ௣݂ݔସ൯
ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ
ݔଷ
ᇱ = (ܬ + ߤ݈)݈ 
൫݉௖ + ݉௣൯݈ (ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ sin ݔଶ)ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ   + ߤ݈ cos ݔଶ ൫ߤ݃ sin ݔଶ െ ௣݂ݔସ൯




ᇱ = ቆ݈ଶ + ܬ
൫݉௖ + ݉௣൯ቇ  (ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ  sin ݔଶ)ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ   + ݈ cos ݔଶ ൫ߤ݃ sin ݔଶ െ ௣݂ݔସ൯
ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ  
ݔଷ
ᇱ =  ܽ(ݑ െ ௖ܶ െ ߤݔସଶ sin ݔଶ) + ݈ cos ݔଶ ൫ߤ݃ sin ݔଶ െ ௣݂ݔସ൯
ܬ + ߤ݈ sinଶ ݔଶ  (A. 12) 
Model matematika sistem pendulum kereta secara keseluruhan dapat 
dilihat pada (2.1) 
A.. EOemen MatriNs A Gan B paGa Sistem PenGuOum Kereta 
Untuk mendapatkan model linear dari sistem pendulum kereta, 
maka dapat didekati dengan teori linearisasi pada dua titik kerja. 
Persamaan (2.1) dapat dituliskan menjadi 
 
 
dan untuk persmaaan state space dapat dituliskan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A.. Penurunan Rumus Ga\a GeseN paGa Sistem PenGuOum 
Kereta 
Kereta yang diam tidak memiliki gaya gesek dengan rel. 1amun, 
kereta yang mulai bergerak memiliki gaya gesek statis (static friction) 
dengan rel. Setelah kereta bergerak, kereta memiliki gaya gesek dinamis 
(coulomb friction) yang bersifat tidak linear terhadap kecepatan kereta. 
Dari *ambar $., Fs adalah gaya gesek statis (static friction), Fc 
adalah gaya gesek dinamis (coulomb friction), [c adalah kecepatan 
kereta saat gaya gesek memasuki daerah linear, <c adalah gaya gesek 
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itu, dari *ambar $., tampak bahwa gaya gesek dapat dibagi dalam lima 
daerah. Daerah 1 untuk [  -[c, daerah 2 untuk -[c  [  -D=cv, daerah 
 untuk -D=cv  [  D=cv, daerah  untuk D=cv  [  [c, dan daerah 5 
untuk [c  [. 
Karena daerah 1 dan 2 merupakan pencerminan dari daerah  dan 
5, maka hanya dibahas tiga daerah saja, yaitu daerah , , dan 5. Pada 
daerah , gaya gesek merupakan fungsi linear terhadap kecepatan kereta 
yang memiliki persamaan sebagai berikut 
 ௖ܶ(ݔଷ) = ܨ௦ܦܼ௖௩ ݔଷ ($.1) 
Untuk daerah , gaya gesek merupakan fungsi kuadratik terhadap 
kecepatan kereta sehingga persamaan gaya gesek pada daerah  adalah 
ditunjukkan pada ($.1). 
 ௖ܶ(ݔଷ) = (ܨ௦ െ ௖ܻ)ݔ௖ଶ ݔଷଶ െ 2 (ܨ௦ െ ௖ܻ)ݔ௖ ݔଷ + ܨ௦ ($.1) 
Sedangkan untuk daerah 5, gaya gesek merupakan fungsi linear 
terhadap kecepatan kereta dengan persamaan seperti pada ($.15) 
 ௖ܶ(ݔଷ) = ( ௖ܻ െ ܨ௖)ݔ௖ ݔଷ + ܨ௖ ($.15) 
Dari ($.1-15) didapatkan persamaan gaya gesek secara 
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A.. Penurunan Persamaan Momen Inersia paGa Sistem 
PenGuOum Kereta 
Momen inersia (ܬ) dari sistem pendulum kereta diperoleh dari 
hasil analisis momen inersia yang diilustrasikan pada *ambar $.1. Dari 
*ambar $.1, mpZ adalah massa beban pendulum (kg) sedangkan mps 
adalah massa batang pendulum (kg), lp adalah panjang batang pendulum 
(m), lpo adalah jarak antara titik pusat massa batang pendulum dengan 
sumbu putar batang pendulum (m), lc adalah panjang beban pendulum 
(m), lco adalah jarak antara titik pusat massa beban pendulum dengan 
sumbu putar batang pendulum (m), rp adalah jari-jari batang pendulum 
(m), dan rc adalah jari-jari beban pendulum (m).  
Momen inersia pendulum dari sumbu rotasi pendulum 
ditunjukkan oleh ($.1). 
 
Gambar A. ,lustrasi Pendulum 
 
Gambar A. ,lustrasi Momen ,nersia Sistem Pendulum Kereta 
 
ܬ௣ = ݉௣௪ ൬ 112 ݈௖ଶ + 14 ݎ௖ଶ + ݈௖௢ଶ൰ +݉௣௦ ൬ 112 ݈௣ଶ + 14 ݎ௣ଶ + ݈௣௢ଶ൰ ($.1) 
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-ika momen inersia dari sumbu tertentu terhadap titik pusat 
massa dinyatakan dengan - dan momen inersia dari sumbu yang paralel 
dengan sumbu sebelumnya dan dipisahkan oleh jarak sebesar d 
dinyatakan dengan -p, maka hubungan antara - dan -p adalah 
ܬ௣ = ܬ + ܯ݀ଶ 
ܯ௣ܽ = ܯ௖ܾ 
ܽ + ܾ = ܮ/2 
 ܬ = ܯ௣ܽଶ + ܯ௣ܾଶ + ܯ௣12 ܮଶ ($.1) 
dengan 
ܽ = ܮܯ௖2൫ܯ௣ + ܯ௖൯  dan ܾ = ܮܯ௣2൫ܯ௣ + ܯ௖൯ 
-ika ($.1) dijabarkan lebih lanjut, maka akan didapatkan persamaan 
bentuk terakhir dari momen inersia seperti yang ditunjukkan pada 
($.15). 
 ܬ = ܮଶ݉௣൫4݉௖ + ݉௣൯12൫݉௖ + ݉௣൯  ($.15) 
Sedangkan jarak pusat massa terhadap sumbu putar sistem pendulum 
kereta adalah 
 ݈ = ݉௣ܮ2൫݉௖ + ݉௣൯ ($.1) 
A.. Parameter Sistem PenGuOum Kereta 
Parameter-parameter yang digunakan untuk pemodelan sistem 
pendulum kereta dapat dilihat pada Tabel $.1. 
TabeO A. Parameter-Parameter Sistem Pendulum Kereta 
Parameter SimboO NiOai 
Masa kereta (kg)  mc  1,12  
Massa beban pendulum (kg)  mpZ  ,5  
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Massa batang pendulum (kg)  mps  ,25  
Panjang rel (m)  Rl  1  
Panjang batang pendulum (m)  lp  ,2  
-arak pusat massa batang ke sumbu putar (m)  lpo  ,1  
Panjang beban (m)  lc  ,1  
-arak pusat massa beban ke sumbu putar (m)  lco  ,7  
-ari-jari beban pendulum (m)  rc  ,2   
-ari-jari batang pendulum (m) rp , 
*aya gesek statis (1)  Fs  2,51  
*aya gesek dinamis (Coulomb) (1)  Fc  2,281  
*aya kontrol maksimal (1)  uma[  17,5  
*aya kontrol minimal (1)  D=u  1,72  
Kecepatan minimal kereta (mdetik)  D=cv  ,8  
Kecepatan ayun minimal pendulum (raddetik)  D=pv  ,  
*aya gesek pendulum (kg.m2detik)  fp  ,1  
Momen inersia pendulum (kg.m2)  -p  ,1  
Momen inersia sistem (kg.m2)  -  ,1  
-arak sumbu rotasi ke pusat massa sistem (m) l ,18 
Kec. kereta awal daerah 5 gaya gesek (mdetik) [c ,55 
*aya gesek saat kecepatan kereta [c (1) <c 2,815 















 LAMPIRAN B 




%% Parameter Plant 
Mc = 1.12; %massa kereta 
mpw = 0.095; %massa batang pendulum 
mps = 0.025; %massa beban pendulum 
Rl = 1; %Panjang rel 
L = 0.402; %panjang batang pendulum 
fp = 0.0001; %gaya gesek pendulum 
g = 9.8; %percepatan gravitasi 
J = 0.0136; %momen inersia 
l = 0.0168; %jarak pusat massa ke sumbu rotasi 
Mp = mpw+mps; 
miu = (Mc+Mp)*l; 
a = l^2+J/(Mc+Mp); 
 
%% Linierisasi 
[A1,B1,C1,D1] = linmod('Model',[0 0 0 0]',0); 
[A2,B2,C2,D2] = linmod('Model',[0 0.2 0 0]',0); 
 
%% State Feedback Gain Controller dengan LQR 





%% Menampilkan Nilai Gain Controller 
disp('Didapatkan K1 = ') 
disp(KL1) 





B. Program untuN Mencari NiOai OEVHUYHU GDLQ 
%% Parameter LMI 
A1bar = [A1 zeros(4,2) B1; zeros(1,7); 
zeros(1,4) 1 0 0;zeros(1,4) 0 1 0]; 
A2bar = [A2 zeros(4,2) B2; zeros(1,7); 
zeros(1,4) 1 0 0;zeros(1,4) 0 1 0]; 
 
B1bar = [B1; 0; 0; 0]; 
B2bar = [B2; 0; 0; 0]; 
 
C1bar = [C1 0 0 0]; 
C2bar = [C2 0 0 0]; 
 
Gbar = [zeros(4,1); 1; 0; 0]; 
 
Cp = 0.01*eye(7); 
gammao = 5; 
sintet = 0.4; 
costet = sqrt(1-(sintet^2)); 
 







lmiterm([1 1 1 p1],1,A1bar,'s');                      
lmiterm([1 1 1 h1],1,-C1bar,'s');                     
lmiterm([1 1 2 p1],1,Gbar); 
lmiterm([1 1 3 0],Cp); 
lmiterm([1 2 2 gamma1],1,-1); 
lmiterm([1 2 3 0],0); 
lmiterm([1 3 3 gamma1],1,-1);                        
lmiterm([2 1 1 p1],1,-1);                         
lmiterm([3 1 1 p1],A1bar',1,'s');                         
lmiterm([3 1 1 h1],1,-C1bar,'s'); 
lmiterm([3 1 1 p1],2*gammao,1); 
lmiterm([4 1 1 p1],sintet*A1bar',1,'s'); 
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lmiterm([4 1 1 h1],sintet,-C1bar,'s');  
lmiterm([4 1 2 p1],-costet*A1bar',1); 
lmiterm([4 1 2 p1],costet,A1bar); 
lmiterm([4 1 2 h1],costet,-C1bar);    
lmiterm([4 1 2 -h1],costet*C1bar',1);    
lmiterm([4 2 2 p1],sintet*A1bar',1,'s'); 
lmiterm([4 2 2 h1],sintet,-C1bar,'s');  
  
PMIOobs1=getlmis; 
[tmin, xfeas] = feasp(PMIOobs1); 
  
P1 = dec2mat(PMIOobs1, xfeas, p1); 
H1 = dec2mat(PMIOobs1, xfeas, h1); 
Gamma1 = dec2mat(PMIOobs1, xfeas, gamma1); 
 
L1 = inv(P1)*H1; 
 







lmiterm([1 1 1 p2],1,A2bar,'s');                      
lmiterm([1 1 1 h2],1,-C2bar,'s');                     
lmiterm([1 1 2 p2],1,Gbar); 
lmiterm([1 1 3 0],Cp); 
lmiterm([1 2 2 gamma2],1,-1); 
lmiterm([1 2 3 0],0); 
lmiterm([1 3 3 gamma2],1,-1);                      
lmiterm([2 1 1 p2],1,-1);                         
lmiterm([3 1 1 p2],A2bar',1,'s');                         
lmiterm([3 1 1 h2],1,-C2bar,'s'); 
lmiterm([3 1 1 p2],2*gammao,1); 
lmiterm([4 1 1 p2],sintet*A2bar',1,'s'); 
lmiterm([4 1 1 h2],sintet,-C2bar,'s');  
lmiterm([4 1 2 p2],-costet*A2bar',1); 
lmiterm([4 1 2 p2],costet,A2bar); 
2 
 
lmiterm([4 1 2 h2],costet,-C2bar);    
lmiterm([4 1 2 -h2],costet*C2bar',1);    
lmiterm([4 2 2 p2],sintet*A2bar',1,'s'); 
lmiterm([4 2 2 h2],sintet,-C2bar,'s');  
  
PMIOobs2=getlmis; 
[tmin, xfeas] = feasp(PMIOobs2); 
  
P2 = dec2mat(PMIOobs2, xfeas, p2); 
H2 = dec2mat(PMIOobs2, xfeas, h2); 
Gamma2 = dec2mat(PMIOobs2, xfeas, gamma2); 
L2 = inv(P2)*H2; 
B. BOoN Diagram SLPXOLQN 
1. %lok Sistem Pendulum Kereta 
 





. Sub-blok 1umerator [d (ݔሶସ) 
 
 
. Sub-blok Denumerator 
 
 








 %lok Observer 
 
7. Sub-blok $bar 
 





. Sub-blok Cbar 
 
1. Sub-blok Lbar 
 




12. %lok 6caling and 6afety 
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